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RÉFLEXIONS 



SUR 



LA MÉTAPHYSIQUE 

DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 

« 

J E cherche à savoir en quoi consiste le réritablô 
esprit de TAnalyse infinitésimale : ies réflexions 
que )e propose à ce sujet sont distribuées en troi^ 
chapitres : dans lé premier j'expose les principes 
généraux de cette analyse; dans le second j'exa-^ 
mine comment elle a été réduite en algorithme , 
par l'invention des calculs diflërentiel et intégral; 
dans le troisième je la compare aux autres mé-* 
thodes qui peuvent la suppléer, telles ique. la mé^ 
thode d'exhaustion , celle des indivi^les, celle 
des indéterminée^, etc. . 
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CHAPITRE PREMIER. 

Principes généraux de V Analyse infinitésimale. 

\. J.L n'est aucune découverte qui ait produit 
dans les sciences mathématiques ^ une révolution 
aussi heureuse et aussi prompte que celle de l'ana- 
lyse infinitésimale ; aucune n'a fourni des moyens 
plus simples ni plus diicaces pour pénétrer dans 
]a connai$saiic9 des lois de la nature. En décom- 
posant , pour ainsi dire, les corps jusque dan9 
leurs élÀnens , elle semble en avoir indiqué la 
structure intérieure et l'organisation ; mais comme 
tout ce qui est extrême échappe aux sens et à 
l'imagination, on n'a )an!iais pu se former qu'une 
idée imparfiute de cesélémeûs, espèces d'êtres^sin^ 
guliers ^ qui , tantôt jouent le rôle de véritables 
quantités , tantôt doivent être traités comme ab- 
solument nuls , et semblent par leurs propriétés 
équivoques, tenir le milieu entre la grandeur et le 
zéro, entre l'existence et le néant (i). 



(i) Je parle ici conformément aux idées vagaes qu*on se 
fait communément des quantités dites infinitésimales, lors- 
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Heureusement cette difficulté n'a pas nui au 
progrès de la découverte : il est certaines idées 



qu'on n^a pas pris la peine d'en examiner la nature ; mais dans 
le vrai| rien n'est plus simple que l'exacte notion de ces sorties 
de quantités. Qu'es^ce^ en effet, qu'une quantité dite infbi- 
ment pedte en mathématiques? Rien autre chose qu'une quan-* 
tité que Ton peut rendre aussi petite qiion le veut, sans quon 
^oit obligé pour bêla défaire varier celles dont on cherche la 
relation* 

Quelles front dans une courbe, par exemple, les quantités 
dont on veut obtenir la relation ? Ce sont , indépendamment des 
paramètres, les co(»râonnées , les normales, sous-tangentes, 
•rayons de courbure, etc. £h bien} les dx et dy, sont des quan^ 
tités infinimeçttp^tes , non, p^ce qu'où les regarde en effîet 
conmie très-petites; ce qui est fort indifférent; mais parée 
qu'on les considère comme pooyant devenir encore plus pe* 
tites, quelque petites qu'on les ait supposées d'abord, sans 
qu'on soit obligé de rien dianger à la valeur des autres quan* 
tités dcmt nous venons de parler, et qui acaat celles dont oii 
cherche la relation. 

Or il suit de cette seule définition; que toute quaîitité infini-^ 
knent petite peut se négliger dans le cours du calcul , vis"i«^s de 
ces mêmes quantités dont on dierche la relation ; sans que le 
résultat dacalcul puisse en aucune manière s'en trouver affecté. 

En effet, en négligeant, par exemple, dans le cours du cal- 
eul dx ou dy, par c<miparaison i l'une quelconque des quan-^ 
tités dont on cherche la relation, comme x ou y, l'erreur que. 
l'on commet est aussi petite qu'on le veut, puisqu'on esttou^ 
jours maître de rendre dx et dy aussi petites qu'on le veut* 
Donc si le résultat demeurait affecté de cette erreur^ on pour-* 
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primitives qui laissent toujours quelque nuage dané 
l'esprit, mais dont les premières conséquences 
une fois tirées , ouvrent un champ vaste et facile 



rait y atténuer cette même erreur autant qu'on le voudrait^ en 
dkainuant de plais en plus les valeurs de dlr et ^ : donc ce ré^ 
«ultat'COQtiendrait sécessairement dx ou dy^ ou quelques-unes 
de leurs fonctions; ce qui nest pas^ comme on le sait^ et ce 
qui ne saurait étre^ puisque ces quantités ne font point partie 
de celles dont on veut obtenir la relation : elles n'entrent dans 
le calcul que <;omme auxiliaires > et ce calcul n'est regardé 
comme Sni^ que* du moment où ces auxiliaires en sont toutes 
éliminées. C'est donc dans cette double propriété, i® de pouvoir 
toujours être rendues aussi petites qu'on le veut ; a** de pouvoir 
l'être sans qu'on soit obligé de changer ea oiême temps la va«* 
leur des quantités dont on veut trouver la relation, que con* 
ai&te le véritable caractère des quantités infiniment petites. 
C'est faute d'avoir fait attention à la seconde de ces propriétés, 
jqu'on a laissé si long-temps sans réponse directe et satisfaisante, 
les objections captieuses^ qui ont été si souvent renouvelées 
contre l'exactitude de la méthode leibnitzienne. Car ce n'est pas 
répondre directement, que déise borner à faire voir dans char 
que cas particulier, la conformité des résultats de cette méthode 
avec ceux des -autres méthodes rigoureuses , telles que celle 
d'exhaustion, celle des limites, ou l'algèbre ordinaire : c'est 
éhider la difficulté, «t rejeter pour aûisi dire parmi les mé-* 
thodes secondaires , celle qui doit tenir le premier rang , autant 
par la rigueur même de sa doctrine, qui sous ce rapport, ne 
le cède à aucune autre , que par la simplicité de sa marche , par 
où ellel'emporte incontestablement surtous les autres procédé!, 
connus jusqu'à ce jour. 
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à parcourir. Telle a paru celle de Finfîm, et plu^ 
sieurs géomètres en ont fait le jrfus heureux usage> 
qui n'en avaient peut-être point ap{)rofondila no- 
tion j cependant les philosophes n'ont pu se don- 
tenter d'une idée si vague; ils ont voulu remonter 
aux principes ; mais ils se sont trouvés eux-mêmes 
divisés dans leurs opinions > ou plutôt dans leur 
manière d'envisager les objets. Mon but dans cet 
écrit est de rapprocher ces dififérens points de 
vue, d'en montrer lés itipports, et d'en ptoposejr 
de nouveaux. 

* 

2 . La difficulté qu'on rencontre sauvent , à ex- 
primer exactement par des* équations^ les diffé- 
rentes conditions d'un problème,, et à résoudre ces 
équations, a pu Étire naître les premières. idées du 
Calcul infinitésimal. Lorsqu'il est trop difficile, ea 
effet, de trouver la sotutioa exacte d'une question, 
il est naturel de ebercher-au moins à en approcher 
le plus qu'il est possible, en négligeant les qqan* 
tités qui embarrassent les combinaisons>, ai l'on 
prévoit que ces quantités négUgéesme peuvent, 
à cau3e de leur peu de valeur, pro^Utire qu'une 
erreur légère dans le résultat du calcul. C'^st ainsi ,^ 
par es:^ifple , que ne pouvant découvrir qu'avec 
peiné \^ proprié^ des coui^s, on aura imaginé^ 
dé les regarder comme desf polygones d'un grand 
nombre de côtés. En effet, si l'on conçoit, par 
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exemple , un polygone régulier inscrit dans tm 
cercle, il est visible que ces deux figures , quoique 
toujours dififêrentes et nevpouyant jamais devenir 
identiques , se ressemblent cependant de plus en 
plus à mesure que le nombre des côtés du poly- 
gone augmente y qde leurs périmètres , leurs sur- 
faces 9 les solides formés par leurs révolutions au- 
tour d'un axe donnée les lignes analogues menées au 
dedans ou au dehors de ces figures, les angles for- 
més par ces lignes, etc. sont , sinon respective- 
ment égaux, au moins d'autant plus approchans 
de l'égalité que ce nombre de côtés devient plus 
grand ; d'où il suit qu'en supposant ce nombre de 
côtés très-grand en effet , on pourra sans erreur 
sensible, attribuer au cercle circonscrit, les pro- 
priétés qu'on aura trouvéesappartenir au polygone 
inscrit. 

En outre, chacun des côtés de ce polygone di-^ 
minue évidemment de grandeur, à mesure que le 
nombre de ces côtés augmente; et par conséquent, 
si Ton suppose que le polygone soit réellement 
composé d'un très -grand nombre de côtés ,< on 
pourra dire ^usjsi que cbac^ d'e\ix est réellement 
trèsTpetit, 

Cela posé , s'il se trouvait par hasard dass le 
cours d'un calcul une circonstance partîcuBère, où 
l'on pût simplifier beaucoup les opération? , eii né- 
gligeront, par exemple^ un de ces petits côtés par 
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comparaison à une ligne donnée, telle que le rayon ^ 
c'est-à-<lire, en employant dans le calcul cette ligne 
donnée au lieu d'une quantité qui serait égale à 
la somme laite de cette ligne et du petit coté en 
question, il est clair qu'on pourrait le Êiire sans 
inconvénient, car l'erreur qui en résulterait ne 
pourrait être qu'extrêmement petite, et ne méri- 
ierait pas qu'on se mît en peine pour en connaîtra 
la valeur. 

» 

3. Par exemple, soit proposé de nxener une 
tangente au point donné M de la circonférence 
MBD (Fig. xX 

Soit C le centre du cercle , DCB Faxe; supposons 
l'abscisse DP =: x , l'ordonnée correspondante 
MP s= j, et soit TP la sous-tangente cherchée. 

Pour la trouver, considérons le cerclé comme 
un polygone d'un très-grand nombre de cotés; soit 
iVTN un de ces côtés , prolongeons le jusqu'à l'axe ; 
ce sera évidemment la tangente en question^ puis* 
que cette ligne ne pénétrera pas dans l'intérieur 
du polygcMie; abaissons de plus la perpendiculaire 
MO sur NQ> parallèle à MP, et nommons ûj le 
rayon du cercle; cela posé,, nous aurons évidem* 

ment MO ; NO :: TP : MP, ou ^ = ^. 

- D'une autre part, l'équation de la courbe étant 
pour le point M, jJ7=3a3(;— 3pi> elle sera pour 
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le point N 

« 

ôtant de cette é<)uation la première > trouvée 
le point Mx et réduis^mt, on a 

MO ly+NO 

égalant donc cette valeur de ttt à celle qui a été 
trouvée ci<<lessus , et multipliant par y, il vient 

Si donc MO et NO étaient connues ^ on aurait 
Ja valeur cherchée de TP j or ces quantités MO, 
^O sont très-petites, puiçau'elles sont moindres 
chacune que le c6té MN, qui, par hypothèse, est 
lui même très-petit Donc (a) on peut négliger s^ns 
erreur sensible ce$ qucmtités par comparaison auic 
quantités 2y et ^x — 2a auxquelles elles soiit ajou-* 

tées, Ponc l'équation se réduit à TP 5=; -£j- y tîQ 
)E[u'il fallait trouver^ 

4. Si ce résultat n'est pas absolument exact, 
il est au qioins évident que dans la pratique il peut 
passer pour tel, puisque les quantités MO, NO sont 
extrêmement petites; mais qùelqu^un qui n'aurait 
aucune idée de la doctrine des infinis , sermt |)eùt- 
être fort étonné , si on lui disait que Féquatioq 
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TP =5 i^ j non-seulement approche beaucoup 

du vrai , maïs est réellement de la plus^ parfaite 
exactitude ; c'est cependant une chose dont i] est 
âîsé de s'assurer en cherchant TP, d'après ce prîb- 
éipe que la tangente est perpendiculaire à Fextre-^ 
mité du rayon ; car il est visible que les triangles 
Semblables CPM, MPT donnent CP : MP :: MP :i 

TP; d'où l'on tire TP =^ = -2!— , comme ci- 

' CP a — a;' 

dessus* 

. 6. Pour second exemple, supposons qu'il soit 
question de trouver la surface d'un cercle donné. 
' Considérons, encore cette courbe conmie un 
polygone régulier d'un grand nombre cle côtés j 
Taire d'un polygone régulier quelconque est égale 
au produit de s.on périmètre par la moitié de la 
perpendiculaire menée du centre sur l'un des 
côtés ; ddnc le cercle étant considéré comme un 
polygone d'un grand nombre de côtés, sa sur&ce 
doit'être égalera produit de.sa circonférence par 
la moitié du rayon; pi?opûsitiûn qui n'est pas moins 
exacte que le résultat trouvé ci^dessusi. .^ . 

: 6. Quelque vagues et peu précises que puissent 
^nc paraître ces deux expressic^s de très-grand 
et de très-petit j ou autres équivalentes, on voit 
— les deux; exemples précédens ,^ que ce tfest 
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pas sans utilité qu'oii les emploie âam les com^ 
binaisoDS mathématiques , et que leur usage peut 
être d^un grand secours pour faciliter la solution^ 
des diverses questions qui peuvent être propo-. 
sées; car leur notion une fois admise, toutes lea^ 
courbes pourront aussi bien que le cercle être, 
considérées comme des polygones d'un grand 
nombre de côtés , toutes les surfaces pourroi^ 
être partagées en une multitude de bandes ou 
zones , tous les corps en corpuscules , toutes les 
quantités , en un mot y pourront être décom- 
posées en particules de même espèce qu'elles. 
De là naissent beaucoup de nouveaux rapports 
et de nouvelles combinaisons, et Fon peut juger 
aisément, par les exemples cités plus haut, des 
ressources que doit fournir au calcul, Pintroduc- 
tion de ces quantités élémentaires. 

7. Mais l'avantage qu'elles procurent est bien 
plus considérable encore qu'on n'avait d'abord eu 
lieu de l'espérer; car il suit des exemples rap-» 
portés , que ce qui n'avait été regardé en premier 
lieu que comme une simple méthode d'approxir^ 
mation , conduit au moins en certains cas , à 
des résultats parÊâtement exacts. Il serait donc 
intéressant de savoir distinguer ceux où cela 
arrive, d'y ramener les autres autant qu'il est 
possible , et de changer ainsi cette méthode d'ap^ 
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proxîmatîon en un calcul parfaitement exact et 
rigoureux. Or, tel est l'objet de l'analyse infinir 
tesimale* 

8. Voyons donc d'abord comment dans rêqua* 
tioù TP sa ^(ay+J^Q) trouvée (3) , il a pu se 

faire qu'en négligeant MO et NO , on n'ait point 
altéré la justesse du résultat, ou plutôt comment 
ce résultat est devenu exact par la suppression 
de ces quantités,, et pourquoi il ne l'était pas 
auparavant. 

Or , on peut rendre fort simplement raison de 
ce qui est arrivé dans la solution du problème 
traité ci-dessus , en remarquant que l'hypothèse 
d'où l'on est parti étant fausse , puisqu'il est abso^ 
lument impossible qu'un cerde puisse être jamaia 
considéré comme un vrai polygone, quel que 
puisse être le nombre de ses côtés, il a du ré- 
sulter de cette hypotl^èçe une erreur q^uelçonquQ, 
dans l'équation 

"^"^ àà — ax -*, MO * 

et que le résultat fP = -^-^ étant néanmoins: 

certainement exact, comme on le prouve par la 
comparaison des deux triangles CÇM, MPT, on 
a pu négliger MO e^ IS.0 4ans la première éq^a-. 
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lioD , et même on a dû le faire pom* rectifier le 
calcul, et détruire Terreur à laquelle avait donné 
lieu la Élusse hypothèse d'où Ton était parti^^ 
Négliger les quantités de cette nature est donc 
non-seulement permis en pareil cas j .mais il le 
faut, et c'est la seule manière d'exprimer çxacte- 
ment les conditions du problème. 

Q. Le résultat exact TP = -^— rfa donc été 

obtenu que par une compensation d'erreurs ; et 
cette compensation peut être rendue plus sensible 
encore , en traitant l'exemple rapporté ci-dessus 
d'une manière un peu diflFércntè, c'est-à-dire, en 
Considérant le cercle comme une véritable èourbe,^ 
et non pas comme «n polygone. 
• Pour cela^ par un point R, pris arbitrairement 
à une distance quelconque du point M, soit menée 
l'a ligne RS parallèle à MF, et par les points R. 
et M soit tirée la sécante RT^; nous aurons évi- 
demment T'P : MP :: MZ : RZ, et partant T'P^ 

MZ 

ou TP4-TT= MP ^. Cela posé, si noijs ima- 
ginons que RS se meuve parallèlement à elle- 
même en s'approchant continuellement de MP,, 
il est visible que le point T' slapprochera en 
ipême temps de plus en plus du point T, et qu'oa 
pourra par^ conséquent reqdre la ligne T'T aussi 
petite qu'on Y0udr9> sans que la proportion établiq^ 
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tt-à^ssus cesse d'avoir lieu. Si donc je néglige 
cette quantité T'T Jîans l'équation que je viens 
de trouver, il en résultera à la vérité une erreur 

MZ 

dans réquation TP = MP g^ à laquelle la pre- 
mière sera alors réduite ; mais cette erreur pourra 
être atténuée autant qu'on le voudra , en &isant 
approcher autant qu'il sera nécessaire RS de MP : 
c'est-à-dire, que le rapport des deux membres 
de cette équation différera aussi peu qu'on voudra 
du rapport d'égalité. 

PardUement nous avons 5^ = — 221+ — ^^ ; 

et cette équation est parfaitement exacte, quelle 
que soit la position du point R, c'est-à-dire, 
quelles que soient les valeurs de MZ et de RZ. 
Mais plus RS approchera de MP, plus ces lignes 
MZ et RZ seront petites ; et partant , si on les 
néglige dans le second membre de cette équation, 

l'erreur qui en résultera dansl'équation g^ == —^ 

k laquelle elle sera réduite alors, pourra, comme 
la première, être rendue aussi petite qu'on le ju-* 
^ra à propos. 

. Cela étant, sans avoir égard à des erreurs qbe 
je serai toujours maître d'atténuer autant que j« 
ie voudrai, je traite les deux équations 

TPs=MP^ et 11 = -^- 



\ 
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que je viens de trouver comme si elles étaient 
parfaitement exactes Tune et l'autre ; substituant 

1VI7 

donc dans la dernière la valeur de ^ tirée de 

Fautrc , j'ai pour résultat TP = --^ comme ci- 
dessus. 

Ce résultat est parfaitement juste, puisqu'il est 
conforme à celui qu'on a obtenu par la compa- 
raison des triangles CPM, MPT; et cependant 

les équations TP = j g^ et ^^ = -^;^> d'où il 

a été tiré, sont certainement Êiusses toutes deux, 
puisque la distance de RS à MP n'a point été 
supposée nulle , ni même très-petite , mais bien 
égale à une ligne quelconque arbitraibe. Il faut 
par conséquent de toute nécessité que les erreurs 
se soient compensées mutuellement, par la com- 
paraison des deux équations erronées* 

10. Voilà donc le fait des erreurs compensées 
bien acquis-et bien prouvé ; il s'agit maintenant de 
l'expliquer, de rechercher le signe auquel on re-* 
connaît que la compensation a lieu dans les cal- 
cub semblables au précédent, et les moyens de la 
produire dans chaque cas particulier. 

Or , il suffit pour cela de remarquer que les er- 
reurs commises dans les équations TP =JK Rg 
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et ^ == "-^ pouvant être rendues aussi petites 
qu'on le veut , celle qui aurait lieu , s'il s'en trouvait 
une dans l'équation résultante TP=: j^^, pour- 
rait également être rendue aussi petite qu'on le 
voudrait , et qu'elle dépendrait de la distance ar- 
Intraire des lignes MP, RS. Or, cela n'est pas, puis- 
que le point M par où doit passer la tangente étant 
donnée il ne se trouve aucune des quantités a y 
X , jj^, TP de cette équation qui soit arbitraire ; donc 
il ne peut y avoir en efifet aucune erreur dans cette 
^ /équation* 

Il suit de là que la compensation des erreurs 

;qui se trouvaient dans les équations TP = j^ — . 

et ^ =^ ^:^> ^ raimifeste dans le résultat, par 

l'absence des quantités MZ, RZ qui causaient ces 
erreurs; et que par conséquent, après avoir in- 
troduit ces quantités dans le calcul pour faciliter 
l'expression dès conditions du problème, et les 
avoir traitées dans les équations qui exprimaient 
ces conditions^ comme nulles par comparaison aux 
quantités proposées, afin de simplifier ces équa- 
tions, il n'y a qu'à éliminer ces mêmes quantités 
des équations où eDes peuvent se trouver encore, 
pour Êdre disparaître les erreurs qu'elles avaient 
occasionnée^, et obtenir un résultat qui soit par- 
faitement exact. 
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11. L'inventeur a donô pu être conduit à M 
découverte par un raisonnement bien simple : si à 
la place d'une quantité proposée, a*t-il pu dire, 
j'emploie dans le calcul une autre quatitité qui ne 
lui soit point égalé , il en résultera une erreur queU 
conque ; nflais si la dififêrence des quantités em^ 
ployées Fune pour l'autre est arbitraire , et que 
je sois maître de la rendre aussi petite que je voû-^ 
draiy cette erreur ne sera point dangereuse; je 
pourrais même commettre à la fois plusieurs er- 
reurs semblables sans qu'il s'ensuivit aucun incon- 
vénient , puisque je demeurerai toujours maître du 
idegré de ptécîsion que je voudrai donner à mes 
résultats. Il y a plus encore; c'est qu'il pourrait ar- 
river que ces erreurs se compensassent mutuelle* 
ment, etqu^ainsimes résultats devinssent par&ite^ 
ment exacts. Mais comment t>pérer cette compen^ 
sation et dans tous les cas ? C'est ce qu'un peu de 
réflexion aura pu Ëiire découvrir; en efifet, aur^ 
pu dire l'inventeur , supposons pour un instant que 
la compensation désirée ait lieu /et voyons par 
quel signe elle doit se manifester dans le résultat du 
calcul. Or^ ce qui doit naturellement être arrivé, 
c'est que les quantités qui occasionnaient ces er-r 
reurs ayant disparu , les erreurs ont disparu de 
même; car ces quantités telles que MZ, RZ ayant 

par bypothèse des valeurs arbitraires ^ elles ne doi* 

vent 
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Tent plus entrer dans des formules ou résultats 
qui ne le sont pas, et qui étant devenus exacts par 
supposition , dépendent uniquement, non de la 
volonté du calculateur, mais de la nature des 
choses dont on s'était proposé de trouver la re- 
lation exprimée par ces résultats. Donc le signe 
qui annonce que la compensation désirée a lieu, est 
l'absence des quantités arbitraires qui produisaient 
ces erreurs ; et partant , il ne s'agit , pour opérer 
cette compensation , que d'éliminer ces quantités 
arbitraires. 

Tâchons maintenant de donner à ces idées le 
degré de précision et de généralité qui leur con- 
yient 

DÉFINITIONS. 

12. Les quantités se distinguent généralement 
iBU quantités constantes et quantités variables. 

Les quantités qu'on nomme constantes on dé-- 
terminées , sont celles dont les valeurs sont sup- 
posées fixes ; et celles qu'on nomme variables ou 
indéterminées , sont celles auxquelles on est maî- 
tre , au contraire , d'attribuer successivement di- 
verses valeurs. 

Mais il feut observer , que l'expression de quan- 
tités variables ne saurait être prise dans un sens 
absolu , parce qu'une quantité peut être plus ou 
moins indéterminée; plus ou moins arbilrairej or 
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c'est précisément sur les divers degrés d'indéter^ 
mination dont la quantité en général est suscep- 
tible, que repose toute l'analyse, et plus particu- 
lièrement cette branche qu'on nomme analyse 
infinitésimale. 

i3. Je divise toutes les quantités admises dans 
un calcul en trois classes, i**. Celles qui se trouvent 
déterminées et invariables par la nature même de 
la question, a"*. Celles qui étant d'abord variables , 
prennent ensuite des valeurs déterminées, par 
des conventions ou des hypothèses subséquentes. 
5*. Enfin , celles qui doivent rester toujours indé- 
terminées. 

De la première de ces trois classes sont ce qu'on 
nomme les constantes ou données , telles que les 
paramètres dans les courbes* De la seconde sont 
les variables ordinaires , telles que les coordonnées 
des courbes, les sous-tangentes , les normales, etc., 
auxquelles on attribue telles ou telles valeurs dé*- 
terminées, lorsqu'on veut en découvrir les pro- 
priétés ou relations. De la troisième sont celles qui 
étant plus ou moins indépend^tes de celles des 
deux premières classes , demeurent aussi plus oq 
moins arbitraires, jusqu'à ce que le calcul soit 
entièrement achevé , et que pour cette raison j'ap- 
pellerai quantités toujours variables. 
'^ Mais quoique les quantités de cette troisième 
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^ eksSe demeurent toujours variables, elles ne sont 
pas pour cela entièrement arbitraires , et de même 
que les simples variables qui composent la seconde 
classe sont liées avec les constantes qui compo- 
sent la première, par des équations ou conditions 
quelconques , en vertu desquelles elles ne peuvent 
varier que suivant certaines lois ; de même aussi 
les quantités toujours variables sont liées avec 
les variables ordinaires et les données , tant par les 
conditions même de la question , que par les hy- 
pothèses sur lesquelles le calcul est établi, de sorte 
qu'elles ne peuvent varier elles-mêmes que suivant 
certaines modes. 

1 4. J'appelle quantité infiniment petite, toute 
quantité qui est considérée comme continuellement 
décroissante , tellement qu'elle puisse être rendue 
aussi petite qu'on le veut, sans qu'on soit obligé 
pour cela , de faire varier celles dont on cherche 
la relation. 

Lorsqu'on veut trouver la relation de certaines 
quantités proposées, les unes constantes, les autres 
variables ; on considère le sysjtème général , comme 
parvenu à un état déterminé que Ton regarde comme 
fixe : puis on compare ce système fixe avec d'au- 
tres états du même système , lesquels sont consi- 
dérés comme se rapprochant continuellement du 
premier/ jusqu'à eu différer aussi peu qu'on» 1q 
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veut. Ces autres états du système ne sont donc 
à proprement parler eux-mêmes , que des systèmes 
auxiliaires, que Pon fait intervenir pour faciliter 
la comparaison entre les parties du premier. Les 
différences des quantités qui se correspondent entre 
tous ces systèmes, peuvent donc être supposées 
aussi petites qu'on le veut, sans rien changer aux 
quantités qui composent le premier , et qui sont 
celles dont on cherche la relation. Ces différences* 
sont donc de la nature des quantités que nous 
appelons infiniment petites : puisqu'elles sont 
considérées comme continuellement décroissan- 
tes , et comme pouvant devenir aussi petites qu'on 
le veut, sans que pour cela, on soit obligé de riea 
changer à la valeur de celles dont on cherche la 
relation. 

L'unité divisée par une quantité infiniment pe- 
tite , est ce qu'on nomme quantité infinie ou infi^ 
niment grande. 

On comprend sous le nom de quantités infini-^ 
tésimalesy les quantités infinies et celles qui sont 
infiniment petites. 

V analyse infinitésimale n'est autre chose que 
l'art d'employer auxiliairement les quantités infi- 
nitésimales , pour découvrir les relations qui exis-^ 
tent entre des quantités proposées. 

i5. On voit d'abord qu'en leur qualité de simr 
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fies auxiliaires , toutes ces (juantités dîtes infini^ 
tésimales et leurs fonctions quelconques doivent 
nécessairement se trouver exclues des résultats 
du calcul. Car ces résultats ne devant être que 
l'expression des relations prescrites par les condi- 
tions de la question proposée , ne peuvent contenir 
que les quantités entre lesquelles existent ces re» 
lations. Donc les quantités qui n'ont étéemployees^ 
qu'auxiliairement ne doivent plus s'y rencontrer* 
On ne les avait fait intervenir au commencement 
du calcul , que pour faciliter l'expression des con-- 
ditions; mais cet objet une fois rempli, elles ne 
sauraient demeurer dans les formules , et doivent 
par conséquent en être nécessairement éliminées» 
Il est d'ailleurs de leur essence de ne pouvoir être 
employées qu'auxiliairement, car leur nature étant 
'd'être toujours variables, même lorsqu'on adonné 
^es valeurs déterminées aux quantités dont le ré- 
sultat du calcul doit exprimer la relation; si elles 
se trouvaient dans ce résultat, elles le feraient va- 
rier lorsqu'il doit rester fixe; et en efifet, les ré- 
sultats de cette nouvelle analyse ne peuvent être 
différens de ceux de Fanalyse ordinaire ; donc puis-^ 
que celle-ci n'admet point de quantités infinitési- 
males y. il faut bien que* celles qui peuvent être 
admises dans l'autre finissent toujours par êtra 
éliminées. 
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1 6. On voit par ce qui précède , que les quan- 
tités appelées infiniment petites en Mathéniati- 
ques, ne sont point des quantités actuellement 
nulles , ni même des quantités actuellement moin- 
dres que telles ou telles grandeurs déterminées , 
mais seulement des quantités auxquelles les condi^ 
tions de la question proposée et les hypothèses sur 
lesquelles le calcul est établi , permettent de de^ 
meurer variables, jusqu'à ce que le calcul soit 
entièrement achevé , en décroissant continuelle- 
ment, jusqu'à devenir aussi petites qu'on le veut, 
sans que Ton soit obligé de changer en même 
temps les valeurs de celles dont on veut obtenir 
la relation. C'est en pela uniquement que réside 
le véritable caractère des quantités auxquelles on 
a donné le nom à^ infiniment petites , et non dans 
la ténuité dont leur dénomination seqable supposer 
qu'elles sont effectivement douées , ni dans la nul- 
lité absolue qu'on pourrait leur attribuer; et la no- 
tion, comme on le voit, en est parfaitement simple^^ 
et dégagée de toute idée vaguQ ou contentieuse. 

1 7 . Pour éviter les circonlocutions , Je com- 
prendrai dans la suite sous le nom de quantités- 
désignées, toutes celles qui composent les deux 
premières classes dont nous avons parlé (i 3), c'est- 
à-dire, toutes celles qui font le sujet de l'analyse^ 
qrdiinaire, et dont on veut obtenir la relation;^ qvi 
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qui peuvent entrer dans le résultat du calcul, rap- 
pellerai au contraire quantités non désignées ^ 
toutes celles qui composent la troisième classe^ 
c'est^â-dire, celles qui demeurent toujours varia- 
bles, et sont par conséquent plus ou moins indé- 
pendantes de celles qui composent les deux pre- 
mières classes. Ainsi c'est parmi lés quantités non 
désignées que Ton doit compter les quantités in- 
finitésimales 9 et d'après les définitions données 
ci- dessus, il est aisé de voir que les quantités in- 
finiment petites ne sont autre chose que des quan- 
tités non désignées , qui sont considérées comme 
décroissant graduellement et simultanément, jus- 
qu'à devenir aussi petites qu'on le veut. 

18. Appliquons tout ce qui vient d'être dit, 
à l'exemple déjà traité. 

Le rayon MC étant donné {fig. 1 ) , se trouve 
être une quantité déterminée, dès le commence- 
ment par la nature même de la question^ ainsi 
elle est désignée , et de la première classe de celles 
dont nous avons parlé (i3). 

Les lignes DP, MP, TP, MT, sont d'abord va- 
riables, et ne deviennent déterminées, que par l'hy- 
pothèse subséquente, que la tangente doit passer 
par le point M; mais cette supposition une fois 
faite , toutes ces quantités doivent être considérées 
comme fixes, jusqu'à la fin du calcul : ainsi elles 
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sont aussi des quantités désignées, et de la se-^ 
conde classe de celles dont nous avons parlé (i3)^ 
ces mêmes quantités qui sont les coordonnées, la 
tangente et la sous-tangente de la courbe au point 
M , composent donc avec la constante MC, et celles 
qui en sont des fonctions quelconques, le sys- 
tème général des quantités désignées, c'est-à-dire, 
celles dont on cherche la relation, et qui peuvent 
seules entrer dans le résultat du calcul , ou Ëdre 
le sujet de Falgèbre ordinaire. 

Au contraire , les lignes DQ, NQ, TQ , T'Q , MZ, 
RZ, etc. sont celles que nous avons appelées quan- 
tités non-désignées , et qui forment la troisièmef 
classe dont nous avons parlé (i3), parce qu'elles 
demeurent toujours variables : car comme nous 
restons toujours maîtres de faire MZ et RZ aussi 
petites que nous le voulons , sans changer la valeur 
des quantités désignées dont nous avons parlé ci- 
dessus; ces quantités MZ, RZ, sont de celles que 
nous nommons infiniment petites ^ et les autres 
PQ, NQ, TQ, TT, TQ^ qui sont évidemment 
fonctions de ces quantités infiniment petites , de-- 
meurent également toujours variables, et par con- 
séquent, sont de celles que nous ponamoBs quan- 
tités non-désignées. 

19. Deux quantités quelconques sont dites in- 
finimentpeu différentes l'une de l'autre, lorsque 
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le quotient de l'une par l'autre ne diffère de runité 
que par une quantité infiniment petite. 

On dit qu'une quantité est infiniment petite 
relativement k une autre quantité, lorsque le quo- 
tient de la première par la seconde est une quantité 
infiniment petite : et réciproquement alors la se^ 
conde est dite infinie ou infiniment grande relati- 
vement à la première. 

On voit par là, qu'une quantité , même infini- 
ment petite, peut se trouver infiniment grande re- 
lativement à telle autre quantité; et que récipro- 
quement une quantité, même infiniment grande y 
peut se trouver infiniment petite relativement à 
telle autre. Car si l'on suppose que x, par exemple , 
soit une quantité infiniment petite, x* sera une 
quantité infiniment petite relativement à la pre- 
mière, quoique cette première soit infiniment pe- 
tite elle-même ,, puisque le rapport de la seconde 
à la première est x , qui par hypothèse est une 
quantité infiniment petite. 

Pareillement, si X représente une quantité in- 
finiment grande , elle n'en sera pas moins infini- 
ment* petite relativement à X*, puisque le quotient 
de celle-ci par la première sera X, qui par hypo- 
thèse est une quantité infiuoie^ , 

ao. Cette observation donne lieu de distin^ 
guer les quantités infinitésimales en différens 
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ordres. Si x, par exemple, est prise pour repré- 
senter une quantité infiniment petite du premier 
ordre , x* sera une quantité infiniment petite du 
second ordre , x^ une quantité infiniment petite 
du troisième ordre : ainsi de suite. 

Pareillement , si X est prise pour représenter 
une quantité infiniment grande du premier ordre , 
X"" sera une quantité infiniment grande du second 
ordre, X^ une quantité infiniment grande da 
troisième ordre : ainsi de suite. 

Deux quantités de quelque ordre qu'elles soient y 
sont dites du même ordre , lorsque leur rapport 
est une quantité finie. 

Toutes les fois que de deux quantités quel- 
conques ajoutées ensemble , ou soustraites Tune 
de l'autre, Fune se trouvera infiniment petite 
relativement à l'autre, celle-ci se nommera quan- 
tité principale , et l'autre quantité accessoire. 
Ainsi, par exemple, dans la somme X + x, des 
quantités dont on vient de parler, X est la quan- 
tité principale, et x la quantité accessoire; et 
dans la somme x + x*y x est la quantité prin- 
cipale et X* est la quantité accessoire. 

2 1 . Comme il est important que les diverses 
notions données ci-dessus deviennent familières „ 
nous entrerons encore dans quelques détails à 
ce sujet. 
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L'objet de tout calcul se réduit à trouver les 
relations qui existent entre certaines quantités 
proposées ; mais la difficulté de trouver immé- 
diatement ces relations , oblige souvent de recou- 
rir à l'entremise de quelques autres quantités 
qui ne font point partie du système proposé, 
mais qui par leur liaison avec les premières, 
peuvent servir comme d'intermédiaires entre 
elles. On commence donc par exprimer les re- 
lations qu'elles ont toutes ensemble j après quoi 
on élimine du calcul , celles qui n'y sont entrées 
que comme auxiliaires, afin d'obtenir entre les 
quantités proposées seules, les relations immé- 
diates qu'on voulait découvrir. 

Lorsque parmi ces quantités auxiliaires, il s'en 
trouve d'une nature telle , qu'on soit maître dd 
les rendre toutes à la fois aussi petites qu'on le 
veut, sans faire varier en même temps les quan- 
tités proposées ; cette circonstance donne lieu à 
des simplifications accidentelles très-importantes, 
et ce sont précisément ces simplifications qui ont 
fait naître cette branche de calcul qu'on nomme 
analyse infinitésimale; laquelle n'est autre 
chose, que Part de faire choix de semblables 
auxiliaires , les plus convenables suivant les d^f- 
férens cas, de s^en servir de la manière la plus 
avantageuse, pour exprimer les conditions des 
diverses questions, et pour opérer ensuite l'éU- 
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mination de ces mêmes quantités , afin qu'il ne 
reste plus dans les formules, que les seules quan^ 
tités dont on voulait connaître les rapports. 

^22. Cela posé, concevons un système quel- 
conque de quantités , les unes constantes , les 
autres variables , et qu'il s'agisse de trouver le» 
rapports ou relations quelconques qui existent^ 
entre elles. 

Four établir nos raisonnemens^ commençons 
par considérer le système général dans un état 
quelconque déterminé que nous regarderons 
comme fixe. Examinons les relatioqs qui existent 
entre les diverses quantités de ce système fixe j 
ce sont ces quantités et celles qui en dépendent 
exclusivement que nous appelons quantités dé^ 
signées (17). 

Considérons maintenant le système proposé 
dans un nouvel état quelconque différent du pre- 
mier, et puisque chacune des quantités qui. le 
composent , n'est qu'une quantité auxiliaire , at- 
tendu que ce nouvel état n'est iniaginé que pour 
trouver plus facilement les relations des quantités 
qui composent le premier, nommons ce nouvel 
état du système, système auxiliaire. 

Concevons enfin que ce système auxiliaire s'ap- 
proche graduellement du système fixe , de sorte, 
que toutes les quantités auxiliaires qui composent 
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fe premier, s^approchent simultanément des quan- 
tités désignées qui leur correspondent dans le 
système fixe ; tellement qu'on soit maître de sup- 
poser leurs différences respectives toutes en même 
temps aussi petites qu'on le veut; ces différences 
respectives seront ce que nous avons appelé 
quantités infiniment petites (i 4). 

Comme les quantités de ce second système 
sont purement auxiliaires, elles ne peuvent entrer 
dans le résultat du calcul, puisque ce résultat 
n'est que l'expression des relations qui existent 
entre celles qui composent le premier; d'où il 
^uit que les quantités infiniment petites dont nous 
venops déparier et toutes leurs fonctions, doivent 
nécessairement se trouver exclues de ce même 
résultat. 

■m 

25. Maintenant je me demande ce qui serait 
arrivé , si dans le cours du calcul on eût ren- 
contré une quantité constante , et une de ces 
quantités infiniment petites ajoutées ensemble ; 
let qu'en considérant que cette dernière peut 
être supposée aussi petite qu'on le veut , tandis 
que Fautre ife change pas , on l'ait négligée pour 
simplifier le calcul, comme de nulle importance 
vis-à-vis de la première. 

La conclusion naturelle serait sans doute ^ que 
l^rreur occagionuée ainsi^^ pourrait toujours êtr^ 
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rendue aussi petite qu'on le voudrait , en dimi- 
nuant de plus en plus la valeur arbitraire de la 
quantité négligée. 

Mais pour cela, il Ëiut que cette valeur ar-* 
l)itraire elle-même ou quelques*unes de ses fonc- 
tions entrent dans le résultat de ce calcul : au- 
trement elle n'aurait sur lui aucune influence, ' 
et ne pourrait par conséquent , servir à le rec- 
tifier par sa diminution successive. 

Donc si elle ne s'y rencontre pas , c'est une 
preuve que l'erreur se sera rectifiée d'elle-même : 
car d'après la marche du calcul, si elle subsistait 
encore, elle ne pourrait être qu'infiniment petite;, 
or elle ne peut être telle, puisqu'il n'y a point 
de quantité infiniment petite dans le résultat : 
donc l'erreur commise dans le cours du calcul 
a dû disparaître d'une manière quelconque , et 
c'est ce que les propositions suivantes démontre- 
ront rigoureusement. 

PRINCIPE FONDAMENTAL. 



24. Deux quantités non-arbitraires ne peu-*^ 
vent différer entre elles que (Tune quantité non- 
arbitraire. 

Démonstration. Puisque les deux quantités 
proposées ne sont point arbitraires, on ne peut 
I*ien changer ni à l'une ni à l'autre j donc on ne. 
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peut rien changer non plus à leur diflFérence : donc 
cette différence n'est point arbitraire. Ce qu'il 
fallait démontrer. 

COROLLAIRE PREMIER. 

35. Deux quantités non -arbitraires sont 
rigoureusement égales entre elles y du moment 
que leur différence prétendue peut être supposée 
aussi petite qu'on le veut 

En effet, soient P et Q, les deux quantités non- 
arbitraires proposées ; nous venons de voir , que 
leur différence ne saurait être arbitraiï'e : elle ne 
peut donc pas être supposée aussi petite qu'on le 
veut, ce qui est contre l'hypothèse. Donc cette 
prétendue différence n'existe pas. Donc les deux 
quantités proposées P, Q, sont rigoureusement 
égales. 

COROLLAIRE IL 

26. Pour être certain que deux quantités 
désignées sont rigoureusement égales^, il suffît 
de prouver que leur différence, s^il y en avait 
une, ne saurait être une quantité désignée. 

£n effet, de$ quantités désignées sont des quan- 
tités non - arbitraires j donc leur différence ne 
saurait être arbitraire : donc cette différence est 
nécessairement une quantité désignée ; donc pour. 
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prouver que cette différence n'existe pas, et qfiie 
par conséquent les quantités sont égales , il suffit 
de prouver que si elle existait, elle ne saurait être 
xme quantité désignée. 

COROLLAIRE III. 

«7. Toute valeur qu'on peut rendre aussi 

approximative qu^on le veut de la véritable 

quantité qu'elle représente^ sans qu'il soit hesoin 

jpour cela de rien changer ni à Vune nia Vautre, 

est nécessairement et rigoureusement exacte. 

En effet, dés qu'il n'est besoin de rien changer 
ni à la quantité proposée ni à sa valeiir, pour 
rendre celle-ci aussi approximative qu'on veut de 
la première, c'est-à-dire, pour qu'elles différent 
l'une de l'autre aussi peu qu'on veut, on peut 
les regarder l'une et l'autre comme fixes , et par 
conséquent comme non-arbitraires. Donc elles 
jse trouvent dans le cas du corollaire 11. Donc 
.elles sont nécessairement et rigoureusement 
.égales. 

COROLLAIRE IV. 

S 8. Toute quantité qu^on est maître de suppo- 
ser aussi petite qu'on le veut, peut être négli- 
gée comme absolument rîulle, en comparaison 
de toute autre quantité qui ne peut être comme 

la 
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la première y supposée aussi petite qu'on /^ 
veut; sans que les erreurs qui peuvent naître 
ain/si dans le cours du calcul puissent en affecter 
le résultat, du moment que toutes les quantités 
arbitraires en seront éliminées. 

En effet 9 eD négligeant comme absolument 
nulles , les quantités qui peuvent être supposées 
aussi petites qu'on veut , lorsqu'elles se trouvent 
ajoutées à d'autres qui ne peuvent de m^e être 
supposées aussi petites qu'on veut, ou qu'elles 
s'en trouvent retranchées , il est évident que les 
erreurs qui pourront en naître dans le cours da 
calcul ou en affecter le résultat, pourront être 
pareillement supposées aussi petites qu'on le 
voudra ; donc il restera dans ce résultat quelque 
chose d'arbitraire, ce qui est contre l'hypothèse, 
puisque toutes les quantités arbitraires sont sup- 
piosées entièrement éliminées. 

COROLLAIRE V. 

29. Toute quantité dont le rapport avec une 
autre quantité peut être supposé aussi petit 
que Von veut, peut être négligée comme abso- 
lument nulle en comparaison de cette dernière-, 
sans que les erreurs auxquelles cela peut 
donner lieu dans le cours du calcul, puissent 
en affecter les résultats, du moment que toutes 
les quantités arbitraires en sont éliminées. 

3 
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V C!e coroUaîrc n'est qu'une extension du pré^ 
i^dent. Dans le corollaire iv, il était supposé 
quelles quantités en comparaison desquelles on 
peut négliger les autres, ne peuvent elles-mêmes 
être supposées aussi petites qu'on le veut ; mais" 
dans le corollaire v^ on suppose que les lines 
aussi bi^ que les autres puissent être rendues 
aussi petites qu'on le veut , mais que le rapport 
des unes au& autres est susceptible aussi d'être 
, supposé aussi petit qu'<)n le veut ; dès-lors , de 
quelque nature que soient les unes et les autres 
die ces quantités, ]e dis qu'on peut négliger vis-à-vis 
ides autres^, celles dôât le rapport à ces dernières 
.peut être supposé aussi petit qu'on le veut : et 
la démonstration est la même que pour le corol- . 
laire i v ; car il est évident que s'il naissait quelques 
erreurs de ces suppressions , on serait toujours 
maître de les atténuer autant qu'on le voudrait, 
soit dans le cours du calcul, soit dans son ré- 
sultat : mais cela ne peut avoir lieu quant à 
celui-ci^ puisqu'alors il faudrait qu'il y entrât 
quelque chose d'arbitrmre, ce qui est contre l'hy- 
pothèse , attendu que toutes les quantités arbi^ 
traîres sont supposées être éliminées. 

' 3o, Les propositions précédentes renferment 
foiite la théorie de l'analyse infinitésimale : car 
ce sont précisément ces quantités qui, d'après tes 
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Hypothèses sur lesquelles te calcul est établi, 
peuvent être rendues aussi petites qu'on lé veuf, 
tandis que les autres quantités du système général 
lie le peuvent pas , que nous avons nommées' 
infiniment petites , et qui peuvent par consé- 
quent être négligées dans le cours du calcul,^ 
comme on Ta vu ^i-dessus, sans que lé résultat* 
puisse en être affecté. 

Leibnitz qui, le premier, donna les règles dtf 
calcul infinitésimal, l'établit sur ce principe ; qu'oii 
peut prendre à volonté l'une pour l'autre, deux 
grandeurs finies qui ne diffèrent entre elles que 
d'une quantité infiniment petite. 'Ce principe avait 
Favântage d'une extrême simplicité et d'une appli- 
cation très-facile. Il fut adopté comme une espèce 
d'axiome , et l'on se contenta de regarder ces 
quantités infiniment petites comme des quantités 
jnoindres que toutes celles qui peuvent être ap- 
préciées où saisies par l'imagination. jBientôt ce 
principe opéra des prodiges entre les mains de 
Leibnitz lui-même , des frères BernouUî , de L'Hô- 
pital, etc. Cependant il ne fut point à l'abri des 
objections : on reprocha à Leibpitz, i? d'employer 
l'expression de quantités infiniment p^tite3, ^an& 
l'avoir préalablement définie ; a* de laisser douter, 
en quelque sorte , s'il regardait; sop calcul çoiipme, 
absolument rigoureux , ou comme une . simple 
méthode d'approximation. 
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Uilllistre auteur et les hommes célébfes qui 
ayaient adopté son idée, se contentéreot de fidre 
Toir par la solution des problèmes les plus diffi- 
ciles , la fécondité du principe , l'accord constant 
de son résultat avec ceux de l'analyse ordinaire ^ 
et t'ascendant qu'il donnait aux nouveaux calculs. 
Ces succès multipliés prouvaient victorieusement, 
que toutes objections n'étaient que spécieuses; 
mais ces savans n'y. répondirent point d'une ma- 
nière directe, et le nœud de la difficulté resta. 
U est des vérités dont tous les esprits justes sont 
frappés d'abord, et dont cependant la démons- 
iz^ation rigoureuse échappe long-temps aux plus 
habiles. 

a M. Leibnitz, dit d'AIembert, embarrassé des 
y> objections qu'il sentait que l'on pouvait &ire 
3» sur les quantités infiniment petites , telles que 
j> les considère le calcul dififêrentiel , a mieux 
j> aimé réduire ses infiniment petits à n'être que 
» des incomparables ; ce qui ruinerait l'exactitude 
» géométrique des calculs. » 

Mais siLeîbnitz s'est trompé, ce serait unique- 
inent en formant des doutes sur l'exactitude de 
sa propre analyse, si tant est qu'il eût réellement 
ces doutes ; ce qui ne parait nullement probable ; 
ci il pouvait répondre : ' 
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' !•. Vous me demandez ce que signifie Pexpres^ 
sîon de quantités infinitésimales : je tous déclare 
que je n'entends point par là des êtres méta- 
physiques et abstraits, comme cette expression 
abrégée semble l'indiquer, mais des quantités 
réelles, arbitraires, susceptibles de devenir aussi 
petites que je yeux, sans que je sois obligé pour 
cela, de Eure varier en même temps, les quantités 
dont je m'étais proposé de trouver la relation. 

â"*. Vous me [demandez si mon calcul est par* 
faitement exact et rigoureux ; j'affirme que oui, 
du moment que je suis parvenu à en éliminer 
les quantités infinitésimales dont je viens de 
parlcjr, et que je l'ai ramené à ne plus renfermer 
que des quantités algébriques ordinaires. Jusque- 
là je ne regarde mon calcul que comme une 
simple méthode d'approximation. Ceux qui pour 
concilier la rigueur du calcul , dans tout le cours 
des opérations , avec la simplicité de mon algo- 
rithme , ont imaginé de considérer les quantités 
infiniment petites comme absolument nulles , ne 
se dispensent point de l'éliminatiori dont je viens 
de parler ; et sans contester la justesse de leur 
métaphysique, j'observe qu'ils ne gagnent rien 
sur moi relativement à la simplicité des procédés ^ 
qui sont toujours tes mêmes, et qu'ils rencontrent 
une autre difficulté; c'est que tous les termes 
de leurs équations s'évanouissent eu àxême t^mps j, 
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<le sorte quMb n'ont plus que des zéros à calculer, 
let les rapporta indéterminés de o à o à combiner. 
Ne yaudrait-il pas. autant mes quantités infinit- 
«tésimaies telles que fe les avais d'abord propo- 
sées, c'est-à-dire, considérées comme moindres 
que toute grandeur imaginable? De purs zéros 
*8ont*ils plus faciles à conceyoir ? En regardant 
^mes quantités inappréciables.conmie dbimériques, 
ne. pourraient-elles pas aussi bien que ces zéros 
^urs, être comparées l'une à Fautre ? ,Conce- 
.Tez-yous mieux ce qu'est une quantité imaginaire, 

telle av/-^^, qu'une quantité inappréciable? 
Et cependant, hésitez-vous à dire que le rapport 

de a \J — i , à ft \/ — i est t ? Les Mathéma- 
tiques ne sont-elles pas remplies de pareilles 
énigmes ? et ces énigmes ne sont-elles pas ce 
. qui distingue essentiellement l'analyse de la sjm- 
.thèse , et même ce qui fournit à la première ces 
ressources précieuses dont manque la seconde ? 
Si je vous demande ce que signifie une équation 
,dans laquelle il entre des expressions imagi- 
naires , comme dans le cas irréductible du troi- 
. sième degré ; vous me répondez que cette équa- 
tion ne peut servir à connaître les véritables 
valeurs de l'incoimùe , que quand, par des tran^ 
formations quelconques, on est parvenu à en 
éliminer les quantités imaginaires : je vous ter 
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ponds la même chose pour mes quantités inap» 
prëciables; je ne les emploie que comme auxi- 
liaires; je conviens que mon calcul n'est rigou- 
reusement exact que lorsque je suis parvenu à 
les élimiijfcer toutes : jusqu^alors il n'est point 
achevé , et n'est pas susceptible d'application. Le 
vôtre l'est-il davantage savant que vous ne l'ayezi 
purgé de tous vos zéros? Au surplus dans m^ 
nouvelle manière d'enviçager ia question , c'estr 
ar-dire, en considérant mes quantités auxilidîres ^ 
non conim^ inûqixnent petites absolues ^mai^ 
seulement cpmme indéfiniment petites , je met» 
j[ï|on analyse 4 l'abri de toute chicane , j'en» faia 
une méthode y non d'approximation , . maist de 
cpmpiensation ; c'est-à-dire, une méthode qui 
^réunit la i^çilité d'un simple calcul d'apprioad- 
.mation, à l'exactitude des méthodes les piua 
jigoureuses^ et je démqiitre qu'elle a'est autrp^^ 
chose que la méthode même d^exhaustion réduite 
,en algorithmes Je sais qu'on peut y suppléer par 
la. méthode d'exhaustion ellermémo, par.Qelle 
des limites, ou m^me par la seule algèbre ordir 
naire; mais il faut savoir sices aufresméthodei^ 
réunissent au même degré que la mienne, la 
simpËcité à .la fécondité.. Je m'en rapporte sur 
cela aux illustres gçomètres *quji proposent bieiL 
d'autres méthodes en théorie , mais qui dans k»^ 
pratique se servent de la mienne. ^ > 
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3i. Mais s'il est bon d'écarter les vaines snb* 
tilités qui seraient plus propres à entraver la 
marche des sciences qu'à leur donner une meil- 
leure base ; il n'en faut pas moins établir soli- 
dement et directement les principes sur lesquels 
on s'appuie y et les procédés que Pon emploie. 
Car la première condition à remplir en Mathé- 
matiques, est d'être exact; la seconde est d'être 
clair et simple autant que possible. 

Il y a des personnes , par exemple , qui croient 
avoir suffisamment établi le principe de l'analyse 
infinitésimale, lorsqu'elles ont Êiit ce raisonne- 
ment : il est évident , disent-^Iles , et avoué de 
tout le mpnde^ que les erreurs auxquelles les 
procédés de l'analyse infinitésimale donneraient 
lieu, s'a y en avait, pourraient toujours être 
supposées aussi petites qu'on le voudrait. Il est 
évident encore, que toute erreur qu'on est mahre 
de supposer aussi petite qu'on le veut , est nulle : 
car puisqu'on peut la supposer aussi petite qu'on 
le veut, on peut la supposer o ; donc les résultats 
de l'analyse infinitésimale sont rigoureusement 
exacts. 

Ce raisonnement plausible au premier aspect, 
tfesl cependant rien moins que juste ; car il est 
faux de dire ; que parce qu'on est maître de 
rendre une erreur aussi petite qu'on le veut, 
on puisse pour cela la rendre absolument nulle. 



PRINCIPES GENERAUX. 4l 

Par exemple ( fig. i ), réquatîon g^ = ^^ trou- 
vée (9) est une équation toujours fausse, quoi- 
qu'on puisse en rendre l'erreur aussi petite qu'on 
le veut , en diminuant de plus en plus les quan- 
tités MZ, RZ; car pour que cette erreur dispa- 
rût entièrement , il Ëtudrait réduire ces quantités 
MZ, RZ au absolu ; mais alors l'équation se 

réduirait à - = -^ , équation qu'on ne peut 
pas dire précisément fausse, mais qui est insi- 
gnifiante , puisque - est une quantité indétermi- 
née. On se trouvé donc dans l'alternative né- 
cessaire , ou de commettre une erreur , quelque 
petite qu'on veuille la supposer, ou de tomber 
sur une formule qui n'apprend rien; et tel est 
précisément le nœud de la difficulté , dans l'ana- 
lyse infinitésimale. 

32. D'autres. personnes se bornent à regarder 
les quantités appelées infinimerà petites, comme 
des incomparables, dans le sens qu'un grain à^ 
sable , par exemple , est incomparable par sa pe- 
titesse avec le globe entier de la terre; car alors, 
disent-elles, les erreurs commises sont inappré- 
ciables et doivent conséquement être entièrement 
négligées dans le résultat du calcul. 

Mais l'analyse infinitésimale envisagée de cçtte 
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manière^ ne serait plus qu'une méthode cTapproxi- 
mation; tandis qu'on sait parËdtement qu'elle est 
absolument rigoureuse. 

Cette comparaison du grain de sable au globe 
de la terre, peut être utile cependant, pour 
j&cîliter ^expression des conditions du problème y 
en indiquant ce qui peut être négligé. Mais dans 
les équations finales y l'erreur même du grain de 
sable ne doit plus subsister. Elle a dû disparaître y 
par cela même qu'elle a été commise, non pas une 
fois seulement dans le cours du calcul, mais plu- 
sieurs fois , dans des sens opposés , de sorte qu'il 
^'est opéré une compensation nécessaire , qui se 
trouve indiquée d'une manière certaine, dans ce» 
équations finales, par l'élimination de toutes les. 
quantités arbitraires. 

■ 

33. Jecroisavoirsufiisammentdémontrérexac- 
titude des principes de l'analyse infinitésimale leib- , 
nitzienne y mais pour en rendre l'application plus 
facile , je crois devoir les présenter encore sous un 
jour un peu difierent. 

J'appelle équation imparfaite, toute équation 
dont l'exactitude rigoureuse n'est pas démontrée, 
mais dont on sait cependant que l'erreur, s'il en 
existe une, peut être supposée aussi petite qu'on le 
veut; c'est-à-dîre , telle, que pour rendre cette 
équation parÊdteraent exacte, il suffit de .sub3ti- 
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taer aux quantités qui y entrent-, ou seulement à 
quelques-unes d'entre elles , d'autres quantités qui 
en diffèrent infiniment peu. 

D'après cette définition , il est clair qu'on peut 
faite subir aux équations imparfaites diverses trans- 
formations , sans leur ôter le caractère d'équations 
imparÊdtes ; comme ^ par exemple , de transposer 
les termes d'un membre dans l'autre; de multi- 
plier ou diviser ces deux membres par des quan- 
tités égales; .de les élever aux mêmes puissances^ 
ou d'en tirer les mêmes racines. 
^ Bien plus , on peut au lieu des quantités quel- 
conques qui y entrent , en substituer d'autres qui 
en diffèrent infiniment peu , négliger les quantités 
infiniment petites relativement aux quantités finies^ 
et plus généralement les quantités accessoires vis- 
à-vis des quantités principales ; sans que ces 
équations perdent jamais pour cela leur caractère 
prirditif d'équations au moins imparfaites, et qui 
peuvent enfin se trouver exactes par compensation 
d'erreurs. ^ 

Mais ce qull ésf important de remarquer \ c'est 
que ces erreurs accumulées, au Heu d'éloigner cfe 
plus en plus du but, qui est de ramener ces équa- 
tions imparfaites à l'exactitude absolue , comme 
il semble d'abord que cela doit arriver , servent 
au contraire à y conduire par le chemin le 
plus cçturt, Qt le plu» simple, parce qu'en écat- 
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tant ainsi successivement ces accessoires incom- 
modes , avec la seule attention de ne jamais dé- 
pouiller les équations dont il s'agit, de leur carao 
tère principal 9 on parvient enfin à les dégager 
absolument de toute considération de l'infini , par 
l'élimination complète de tout ce qui s'y trouvait 
d'arbitraire ; et qu'il n'y reste plus que les quantités 
dont on voulait obtenir la relation. Cela posé^ 
toute la théorie de l'infini peut être regardée comme 
renfermée dans le théorème suivant. 

THÉORÈME. 

34. Pour être certain qu'une équation est 
nécessairement et rigoureusement exacte , il 
suffit de s^ assurer : 

1**. Qu'elle a été déduite d'équations vraies 
vu du moins imparfaites , par des transforma- 
tions qui ne leur ont point ôté le caractère d'é- 
quations au moins imparfaites. 

2**. Qu'elle ne renferme plus aucune quantité 
infinitésimale , c'est-à-dire^ aucune quantité 
autre que celles dont oh s' est proposé de trouver 
la relation. 

Dém. Puisque p^or hypothèse , les transforma- 
tions qu'on a pu Êiire subir aux équations d'où 
l'on est parti, ne leur ont point ôté le caractère 
d'équations ou au moins imparfaites^ ces. équationa 
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ne peuvent se trouver affectées que d'erreurs sus- 
ceptibles d'être rendues aussi petites qu'on le veut. 

Mais d'un autre côté , ces équations ne peuvent 
plus être de celles que j'ai nommées imparfaites; 
car celles-ci ne peuvent exister qu'entre quantité!» 
qui contiennent quelque chose d'arbitraire ; puis- 
que par leur définition même , l'erreur peut en 
être supposée aussi petite qu'on le veut. Or par 
hypothèse , toutes les quantités arbitraires sont 
éliminées , puisqu'il ne reste plus que celles dont 
on s'est proposé de trouver la relation. 

Donc les nouvelles équations ne peuvent être 
ni absolument dusses , c'est-à-dire, afiectées d'er- 
reurs qui ne puissent être rendues aussi petites 
qu'on le veut; ni de celles que j'ai nommées im-- 
parfaites. Donc elles sont nécessairement et ri- 
goureusement exactes. Ce qu^ilfallaitdémontrer. 

COROLLAIRE PREMIER. 

35. Que les équations dont il s'agit, soient ex* 
primées par des symboles algébriques , ou qu'elles 
soient suppléées par des propositions exprimées 
en langage ordinaire; la démonstration précédente 
a toujours lieu. Donc si pour arriver à la solution 
d'une question quelconque, on établit ses raison- 
nemens sur des propositions telles que les erreurs 
qui pourraient en résulter , soient aussi petites 
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■ 

qtf on te veut , et qu'enfin de conséquenceà en 
conséquences semblables, on parvienne à des pro- 
positions qui soient dégagées de toute considéra- 
tion de rinfini, et par conséquent de toute quantité 
arbitraire; ces dernières propositions seront né-' 
cessdrement et rigoureusement exactes. 

COROLLAIRE IL 

56. Il suit du théorème et du corollaire pré^ 
cédens , que l'analyse infinitésimale se réduit à trois 
points, qui strictement observés, ne peuvent ja- 
mais conduire qu'à des résultats parfaitement 
exacts, et par les moyens les plus simples que l'oa 
connaisse , savoir : 

. i*. Exprimer les conditions de la question piXH 
posée , soit par des équations exactes , soit au moins 
par des équations imparfaites , ou par des proposi- 
tions équivialentes. > 

a"*. Transformer ces équations ou propositions 
de diverses manières, sans jamais leur faire perdre 
teur caractère primitif d'équations au moins im- 
parfaites. 

3^ Diriger ces transformations, pour l'élimina- 
tion complète des quantités infinitésimales et des 
fonctions quelconques de ces mêmes quantités, 
de manière à en dégager entièrement les résultats 
du calçuL . / 
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< 37. En terminant cet exposé de la doctrine 
des compensations, je crois pouvoir m'honôrer 
de l'opinion qu'en avait prise le grand homme ^ 
dont le monde savant déplore la perte récente y 
Lagrange l Voici comment il s'exprim'e à ce sujet 
dans la dernière édition de sa Théorie des Fonc- 
tions analytiques, 

(c II me semble que comme dans le calcul difr 
^ férentiel tel qu'on l'emploie , on considère et ou* 
^ calcule en eflet les quantités infiniment petite^ 
» ou supposées infiniment petites elles-mémesy 
» la véritable métaphysique de ce calcul consiste, 
}» en ce que Terreur résultant de cette fausse sup- 
y> position, est redressée ou compensée par celle 
n qui naît des' procédés mêmes du calcul, suivant 
)o lesquels on ne retient dans la diâerentiation que 
» les quantités infiniment petites du niéme ordre. 
» Par exemple, en regardant une courbe comme 
]» un polygone d'un nombre infini de côtés , chacua 
» infiniment petit , et dont le prolongement est 
i> la tangente de la courbe , il est clair qu'on fait 
» une supposition erronée; mais Terreur s^ trouve 
y> corrigée dans le calcul par Tomission qu'on y 
)» fait des quantités infiniment petites. C'est ce 
» qu'on peut faire voir aisément dans des exem- 
» pies, mais ce dont il serait, peut-être, difiRlcile 
D de donner une démonstration générale. » 

Voilà toute mst théorie résumée avec plus :de 
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clarté et^e précision que je ne pourrais en mettre 
moi-même. Qu'il soit difficile ou non , d'en donner 
une démonstration générale, la vraie métaphysi- 
que de l'analyse infinitésimale , telle qu'on rem- 
ploie, et telle que tous les géomètres conviennent 
qu'il faut l'employer pour la Êicilité des calculs, 
n'en est pas moins, suivant l'illustre auteur même 
que je viens de citer , le principe des compensa- 
tions d'erreurs; et je crois au surplus qu'il ne 
manque rien ni à l'exactitude , ni à la généralité 
de la démonstration que j'en ai donnée. 

38. Ce qui précède ne renferme encore que 
les principes généraux de l'analyse infinitésimale , 
et nous allons les appliquer à quelques exemples 
particuliers , avant de faire voir comment ces 
principes généraux ont été réduits en algorithme 
par Leibnitz, ce qui leur a imprimé le caractère 
d'un calcul régulier. Ainsi ce que nous avons dit 
n'appartient encore qu'à la synthèse et à l'ana- 
lyse ordinaire , mais cette nouvelle synthèse est 
déjà par elle-même très - importante et très- 
Ipmineuse ; et si les anciens l'eussent possédée , 
au lieu de la méthode d'exhaustion qu'elle sup- 
plée, ils eussent grandement simplifié leurs tra- 
vaux, et ils eussent probablement poussé leurs ^ 
découvertes beaucoup plus loin qu'ils ne l'ont fait : 
car ils employaient leurs forces, à vaincre des dif- 
ficultés , 
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ficultes, qui.S(eitrou¥ratj»ipriii0x^ de sjudb^^ 
par là seule notiou de l'infinL 

. QuaM à l'usage que l^aMlyse algâbrique oFâir 
naire peut &lre d6 là tii^ë notioûy ëbstractioa 
fiiite deTalgornlhiâe ifùi'lm éèt propre; éi'P6fi Veut 
saviDfr le. pai*ti' qu'il est posaâUe d'en tirer, fl n'y, 
a qû'è^lir^VJHtrdduMatt à rj^naiy^ë des infinis 
d'£uler/et l'on sera étonlÉé db la pâssance d'uoi 
pareil instriinietit, dans^ une umù habSé. 



i -Wi 



PROBLÈME ^premier: 



' > 



I S^, Mener une tangente à la cicloïde' ordi^ 
naire. * 

\ Soit ( fig. 2 ) AEB une cîcloïde ordinaire , dont 

r le cercle générateur soit EpqF. La propriété prin- 

I cipale de cette cicloïde est que pour un point 

I quelconque m , la portion mp de l'ordonnée , com- 

î prise entre la courbe et là circonférence générâ- 

( trice , est égale à l'arc Ep de cette circonférence. 

I Cela posé, menons au point/? de cette même 
circonférence une tangente pT, et proposons-nous, 

, de trouver le point T où cette tangente sera ren- 
contrée par celle mT de la cicloïde. 

Pour cela, je mène une nouvelle ordonnée nq 
infiniment proche de la. première ./^ip, et par le 
point m j|e mène ttit paraÛèle sfix j>etit arc pq^ 

" 4 ■ ' 
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que jft éotiaêàèTé Èàml que* mjij cùmme «ne ligné 

droite. 

^ U est clajr àk>r& qm li^ 4eiix tmnglfs mnr, 
J/T^^^ropt semblable&i. et quç p«r conseqaent 
XI0U3 Aurqps. : mrinr :: Tj9 ; /t^. Mais puisque 
par la propriété d^la ç^lpïde on a S^s^/i^ et 
Ep =: mpf. QD aqra eq çetrfmchaot |a 'seconde de 
ces équatioos de lapreipMéi:e> E^r^S^sasTi^ — mp 
ou /^^ = Tir^ ou Tiirs nr/ Dqqc à ca«se de la pro- 
portion trouvée ci-dessus, on aura Tpsmp ou 
Tp = Ep , c'est-à-dire ,que la soos-tangente Tp est 
toujours égale à l'arc correspondant £p. Or comme 
cette proposition est dégagée de toute considéra- 
tion de Finfini, elle est nécessairement et rig<Hirett« 
sèment exacte. ., . . 

PROBLÈME II. 

4o. Prouver que deux pyramides de mêmes 
bases et de même hauteur sont égales en vo^ 
lume. 

Concevons les deqx pyramides proposées, par- 
tagées en un même nombre de tranchés infiniment 
minces parallèlement à leurs bases, et d'épaisseurs 
respectivement égales. Comparons deux des tran- 
ches correspondantes, prises l'une dans la première 
et l'autre dans la seconde de ces pyramides. Or 
j6 dis d'abord, que ces deui tranches ne peuvent 
diSrer an'iofimment neu l'une de l'autre* 
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En effet , chacune de ces tranches est elle-^même 
une pyramide tronquée, et si de tous les angles 
de la plus petite de ces deux bases on conçoit des 
parallèles qui aillent rencontrer la plus grande , 
il est clair que le tronc de pyramide se trouvera 
décomposé en deux parties , Tune prismatique , 
comprise entre ces parallèles, ayant pour épais- 
seur la distance des deux bases du trqnc, et pouc 
base y la plus petite des deux de ce même tronc j 
Fautre en forme d'onglet, ayant ayssi pour épais- 
seur la distance des deux bases du tronc ^ et pour 
base la différence entre la plus grande et la plus 
petite de ce même tronc. Mais ces deux dernières 
bases pouvant se rapprocher l'une de l'autre autant 
qu'on le veut, leur différence peut évidemment 
être rendue aussi petite qu'onie veut relativement 
à chacune d'elles. Donc l'onglet est lui-même infi- 
niment petit relativement à la tranche à laquelle il 
appartient. 

Cela posé , nommons T et T les volumes des 
deux tranches correspondantes dans les deux py- 
ramides,/! et/;', les fiortions prismatiques, q et q\ 
les onglets : nous aurons les deux équations exactes 

mais p et p^ sont^es prismes de mêmes bases et 
de même hauteur; donc on a/?^»^; égalant donc 
leurs valeurs on aura , T-h q 5=r + ç'j négligeant 
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q et q^ tpxt nous venons de voir être infiniment 
{>etites relativement à T et T, on aura TssT'. 

Comme cette équation n'est pas dégagée de riii<- 
fini y nous ne pouvons encore savoir si elle est 
exacte ou seulement impar&ite , mais comme on 
peut appliquer à toutes les tranches qui compo- 
sent les pyramides entières, ce que nous venons 
de dire de deux d'entre elles , il suit qu'en nom- 
mant F et P' les volumes entiers des deux pyra- 
mides, on aura P=r:F, or ces deux volumes des 
pyramides entières sont des quantités fixes. Donc 
l'équation F^K est entièrement dégagée de toute 
considération de l'infini. Donc elle est nécessaire- 
ment et rigoureusement exacte. 

AUTRE DÉMONSTRATION. 

4i. Il est évident que chacune des tranches 
dont nous avons parlé peut être imaginée com- 
prise entre detix prismes de même hauteur qu'elle, 
dont l'un aurait pour base la plus grande des deux 
bases de la tranche, et Fautre la plus petite. La 
tranche est donc moindre que le plus grand de 
ces deux prismes , et plus grande que l'autre. Donc 
la somme des tranches qui composent chaque py- 
ramide entière est moindre q«e la somme des 
prismes circonscrits aux tranches, et plus grande 
que la somme des prismes inscrits. Mais il est 
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clair que la difiEerence de chaque prisme circonscrit 
au prisme inscrit de la même tranche ^ est|epro^ 
duit de la différence des deux bases par la hauteur 
de la tranche. Donc la somme des prismes cir-* 
conscrits aux tranches de l'une des pyramides ^ 
moins la somme des prismes inscrits aux mêmes 
tranches, est le produit de la hauteur de l'une quelr 
conque des tranches par la ^omme des. difierences 
entre les grandes et les petites bases. Or si Ton 
Élit la projection de toutes ees difiEérences , sur la 
base même de la pyramide , on verra fàdlemeot 
que ces pro|ections couvrent exactement cette 
base. Donc la somme des prismes circonscrite, 
moins la somme des prismes inscrits, équivaut 
à la base même de la pyramide , multipliée par la 
hauteur de l'une quelconque des tranches. Or cette 
hauteur est aussi petite qu'on le veut, donc la 
somme des prismes circonscrits ne diffère qu'in- 
finiment peu de la somme des prismes inscrits dans 
la même pyramide. 

Mainteùant si Ton compare les prismes inscrits 
et circonscrits dans chaque pyramide, aux prismes 
correspondans de l'autre , on trouvera qulls ont 
tous respectivement mêmes bases et même hau*^ 
teur. Donc ils sont respectivement égaux. Donc 
la somme de ceux d'une des pyramides est égale 
à la somme de ceux de l'autre. 

Mais chaque pyramide elle-même est moindre^ 
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qae la somme des prismes circonscrits et plus 
grande que la somme des prismes inscrits. Bodc 
puisque ces sommes sont toutes ou égales ou in- 
finiment peu difierentes les unes des autres , les 
pyramides elles-mêmes sont infiniment peu diiie- 
rentes Tane deTautxe.Donc en faisant abstractioD 
des quantités infiniment petites à Tégard des py- 
ramides entières , on peut dire que ces pyramides 
sont égales. Et comme cette dernière proposition 
est entièrement dégagée de toute considération de 
l'infini, elle est nécessairement et rigoureusement 
exacte. Donc deux pyramides de mêmes bases et 
de même hauteur ^ sont égales entre elles. 



PROBLEME III. 



.42. Prouver que Vaire (Tune zone sphéri- 
que, est égale à Faire de la portion corres- 
pondante du cylindre qui lui est circonscrit 

Soit AGB {fig. 3) la demi-circonférence géné- 
ratrice de la sur&ce sphérique proposée, C le 
centre, AB le diamètre, ADEB, le quadrilatère 
générateur du cylindre circonscrit , mr une por- 
tion infiniment petite de la demi - circonférence 
génératrice , smp, trq, des perpendiculaires sur le 
diamètre AB, prolongées jusqu'à sa parallèle DE ^ 
mn une perpendiculaire menée du point m sur 
irq, C/n, le rayon mené au point m. Je vais d'abord 
prouver que la zone engendrée par le petit arc 
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TTiTi est égale à Taire de Panneau cylindrîcjae en- 
gendré par/7^. • ' ' 

Pour cela je considère le cercle comme un po* 
lygone d^auë Infibité àè cdtés , et Tare mr comtne 
Fun de ces e6tés. Gela posé^ lès triaiigl^ ^eiàbla^ 
blés mnr^ msc^ donnent, mn : mr :: msimc] on 
parce que Poa a mn:=:pq'y\et que les circonfc-- 
riences, qui Ont pour, rayons ms^mCy sont entre 
elles çommt%.ce3 rayons>/>çimr :: cir-w,R:ciri/n£;^ 
Qucir./i]^X/2^rs=cir.9^C./7^. . . < 

Mais il ^t. éyident que le premier membre de 
cette équation dififêre infînîmeQt pen de. Faire çon^ 
vexe du petit cône tronqué engendré par le tra- 
pèze mstr , ou de la petite zonfr ^agendrée par 
i'arc mr considéiie coi^me ligne droitej^etq^ le 
second membre est F^ire de Fànt^au cylindrique 
qui lui correspond. Dcmc Foire de la petite zone 
est égale à celle du petit anneau. 

Cette égalité n'étant pçint dégagée ^ Ilnfîni.^ , 
nou&nepoavoQS encore savoir, si elle est exacte^ 
ou seulement impar&ite; mais comme nous pou- 
vons a][^quer à toutes le9 zonesinfiniment peti tes,. 
i^e que nou^ avcoo» dit de la première ; nous en 
«conclurons , que gâieralen^ent une zone quel- 
conque de grandeur déterminée , est égale à la 
portion de surface cylindrique qui lui correspond;, 
proposition qui étant entièrement dégagée de Tin-- 
fini, est nécessairement et rigQureu$ementexa€j;&. 



^ 
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43f Prouver que le voUrnie du paraboloïde 
êst la moitié du cylindre de même base et de 
même hauteur. 

Soit ( figi. 4) Am/iC la parabole génératrice» 
TApD son àxe , Ap Tâbscisse répondant an point 
m y pm l'ordonnée , Tp la sous-tangente ^ j^n ime 
seconde ordonnée infiniment prodie de la pit- 
inièrey Ars la tangente au sommet, mr^ ns^ deux 
perpendiculaires menées des points m , il, sur cette 
tangente ; m^ le prolongement de mr jusqu'à h 
rencontre de qn. 

Jie considère' ta courbe comme un polygone 
d'une infiiûté de c6tés, et mn comme l'un de cee 
côtés< £n ima^ant la figure tourner autour it 
l'axe TAjp , le petit trapèze pmnq engendrera un 
>des élémens du paraboloîde ,. et le petit trapèze 
rsmn^ l'élément correspondant du rolume qui M 
le complément de ce parabolorde, relativement 
au cylindre engendfé parle quadrilatère Asnq. Or 
-je dis que ces deux élémens sont égaux entre eux* 

En efiFet, il est clair que le premier , c'est-à-dire y 
celui du paraboloîde, est, en négligeant les quan- 
tités .qui sont infiniment petites relativanent à 
celles qui restent, ^/7./>7n i cir. jim, et que l'autre 
clément sera r^.OTn cir. An 
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• 

^ Mais on a rs^^stn^ Ar=rpm^ et comme dans 
la parabole la sous-tangente est double derabsdsse, 
on a aussi ,mr^s=: i pT. Donc le second élément 
indiqué ci-dessus, devient nt^pT cir. pm. Or les 
triangles semblables mnt^ Tmp donnent ytnimti: 
pm : Tp ; donc tn^Tp^szmt.pm. Substituant donc 
i cette valeur de tn.Tp dans l'expression précé* 
|i dente , eile deviendra mt.pm î civ, pm qui est la 
1 même que ceHe qm a été trouvée ci-dessus pour 
I le premier élément. Donc les deux élémeqs sont 
ji ^aux ou dîfifêrent infiniment peu. 
i Mais comme cette égalité reste encore affectée 
^ de rinfini, j'imagine tout le paraboloïde composé 
de semblables élémei^ , et appliquant à chacun 
g le même raisonnement que ci-dessus , j^e conclus 
ji que la somme <Te tous les élémens du paraboloïde , 
^1 c'est-à-dire , le volume même de ce corps , est égal 
,1 à la somme des élémens du volume complémen- 
1 taire, et par conséquent la moitié seulement du 
jj cylindre; proposition qui étant dégagée de toute 
. considération del^infini, estnécessairemfentetpar^ 
1 £iitement rigoureuse. 

V 

' PROBLÈME V. 

^ 44. Démontrer que dans le mouvement uni- 
jli formément accéléré , les espaces parcourus sont 
I comme les carrés des temps, à compter dàr 
t instant où ht vitesse était o. 



N 
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. Le mouvement uoiformément accéléré est celai 
dans lequel les vitesses acquises depuis Hustaot 
où la Vitesse était o, sont propordoniieiles aui 
temps écoulés depuis la même époque. Si donc 
Ton nomme v cette vitesse, ^le temps , et £ l'es- 
pace parcouru; et que pour un autre instant, on 
nomme f/ la vitesse, ^ le temps écoulé, et £' l'es- 
|)ace, on aura par hypothèse v: i/ ::ti fy et 3 
s'agit de prouver qu^on a E : E' :: <• : f*- 

Considérons la vitesse comme croissant par 
des degrés infiniment petits égaux, et soit /> l'aug- 
mentation infiniment petite qu'elle reçoit à chaque 
fois. Cette vitesse sera donc successivement depuis 
le commencement o, /?, a/?, 5/;, 4p, ainsi de suite 
selon les termes de la progression par différences, j 
croissante , dont le premier terme est o , et la ■ 
raison p. 

I .Nommons q Tinti^rvalle de temps infinimest 
petit quis'écpule d'un accroissement de la vitesseà 
l'autre. Ces acçroissemens étant égaux , et lestemp^ 
étant proportionnels aux vitesses, lintervallç ^ 
sera toujours le même , et pendant cet intervalle, 
la vitesse étant regardée comme uniforme, ks 
espaces parcourus successivement seront p,j?î> 
^pq^^pq, etc., aussi selon les termes d'une pro- 
gression paj: différence. Donc l'espacé totial par- 
couru, c'est-à-dire, la somnie des espaces par: 
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courus à chaqu^ instant, sera la somme de tous 
les termes de cette progression. 

Or la somme de tous les termes d'une progres- 
sion par différences, dont le premier terme est o, 
se trouve en multipliant le dernier terme par la 
moitié du nombre des termes. Mais le temps total 
t est évidemment égal au petit temps q multiplié 
par le nombre des termes moins un ; si donc on 
nomme n ce nombre de termes , on aura 

t=zq {n — 1), ou n= ^^ , ou en négligeant 
dan$ le numérateur, q cotame infiniment petit à 
Pégard de f , on aura 71=-; donc la vitesse finale 
est /? ( n — 1 ) , ou j> -. Bouc la sonomie des termes 
ou Pespace parcouru, est jp— ; c'est-à-dire, qu'on 

aara E c=-^.. Par la même raison on aura E' = —n^ 

donc £ : E' :: <* : f^*; proportion qui étant dégagée 
de t<mte considération de l'infini, est nécessaire*- 
ment et rigoureusement exacte. 

45. Ces exemples suffisent pour montrer^ coA*^ 
ment on peut ^xiployer dans le raisonnement et 
l'algèbre ordinaire, les principes de rànalTseinfini^ 
tésimale; nous allons voir maintenant, comment 
on est parvenu à réduire ces principes en algo- 
rithme , dans les Calculs différentiel et intégral. . 
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CHAPITRE IL 

Ve P Algorithme adapté à Vanalyse infi- 
nitésimale. 

46. U NE fois les principes généraux de la nou- 
velle doctrine bien établis, on a pu remarquer 
dans les nombreuses applications dont elle est 
susceptible, que parmi les quantités infiniment 
petites qu'elle met en œuvre, il en est d'une 
dasse particulière, qui s'offrent beaucoup plus 
fréquemment que toutes les autres : ce sont celles 
qu'on a nommées différentielles. 

On entend par le mot différentielle , la diflfé- 
rence de deux valeurs succes^ves d'une même 
variable, lorsque l'on considère le système aoquel 
elle appartient, dans deux ou plusieurs étdts 
consécutifs , dont l'un est regardé comme fixe, 
et les autres conime se rapprochant continuel- 
lement et «multanément du premier, jusqu'à eo 
différer aussi peu qu'on le veut. 

47. L'expression dîminutiye de quantité difr 
férentielle indique tout à la fois, que la quanti^ 
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qu'elle exprime est une difiPérence, et que cette 
différence est une quantité infininoient petite. Elle 
marque la quantité infiniment petite dont la va- 
riable a augmenté en passant de son premier état 
au second. 

La diflPérentielle d'une quantité s'exprime or- 
dinairement dans le calcul , par la lettre d mise 
au devant de celle qui exprime la variable : ainsi 
dx signifie difierentielle Aq X'^ dy signifie difi^ 

rentielle de j^ ; d- signifie dijfférentielle de la frac- 

tion^, c'est-à-dire, la quantité infiniment petite 

dont cette fraction augmente lorsque x augmente 
de dx et JK de dy. La lettre d ne représente donc 
point une quantité , mais elle est employée comme 
simple indice : ce n'est qu'une abréviation de ces 
mots différentielle de, et elle porte dans le 
calcul le nom de caractéristique. 

Les quantités constantes n'ont point de difile* 
rentielles, ou, si l'on veut, leur différentielle este j 
puisque par leur nature elles n'augmentent pas , 
ou que leur augmentation peut être supposée 
nulle , lorsque le système est considéré comme 
passant de son premier état au second. 

48. Lorsque le calcul donne pour la différen- 
tielle d'une quantité une valeur négative , c'est 
Une preuve qu'on a fait une fausse supposition ^ 
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et que la variable dont il s'agit, au lieu d'aUer^ 
en croissant, comme on Pavait supposé, va au 
contraire en diminuant , par le changement gé- 
néral de rétat du système. Ainsi , par exemple , 
un arc de cercle moindre que le quart de la 
circonférence étant représenté par s^ sa diflfe- 
rentietle sera ds , celle de son râius sera d sin s 
et celle de son cosinus d cos s. Or comme ou 
suppose que s va en croissant, il est évident 
que le sinus ira de même en croissant, mais que 
le cosinus au contraire ira en diminuant. Donc 
le calcul algébrique devra assigner à d cos^ une. 
valeur négative, et c'est ce qui a lieu en efifet 
comme on le verra plus loin. Mais soit que la 
variable aille en augmentant ou en diminuant , 
on entend toujours par sa différentielle , la difie- 
r^ice de sa seconde valeur à la première, et on 
la désigne constamment par la caractéristique dy. 
suivie de la variable et prise positivement, lais- 
sant à l'ordinaire au calcul , le soin de redresser, 
par lui-même, les dusses suppositions qu'on 
pourrait avoir faites. 

jjorsquè plusieurs quantités variables sont liées 
par une loi quelconque , comme le sont , par 
exemple, l'abscisse et l'ordonnée d'une courbe j 
l'accroissement de l'une détermine nécessaire- 
ménf l'accroissement de l'autre. Ainsi en dési- 
gnant Fabsciôse par ^ et l'ordonnée par /, il. jj 
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aura entre dx etcfy une relation , déterminée par 
oeUe de x et de j^ elles-mêmes. Et réciproquement 
la relation de x et y dépend de celles qu'elle» 
ont elles-mêmes, avec leurs diâerentielles dx^ dy: 
De là les deux branches de l'analyse infinitési-^ 
maie 9 Tune ayant pour objet de trouver la rela- 
tion qui existe entré les difierentielles de plusieurs» 
variables et ces variables elles <- mêmies, lorsque 
l'on connaît celle qui existe entre ces dernières^ 
seulement; l'autre ayant pour objet de retrouver 
la relation qui existe entre les variables seule- 
ment, lorsque l'on connaît celle qui lie ces va- 
riables avec leurs difierentielles. 

49. Or il est aisé de concevoir combien les 
rè^es de ces calculs une fois trouvée , peuvent; 
aider à résoudre les diverses questions qu'on 
peut se proposer. Car toute question se réduit» 
à trouver la relation qui existe ^entre certaines 
quantités désignées. Or ^i je ne puis apercevoir 
immédiatement cette relation , je cherche natu-- 
rellement à y parvenir par l'entremise de quelques 
quantités auxiliaires : mais dé toutes les quantités 
auxiliaires, l'usage apprend, qu'aucune ne donne 
lieu à plus de simplifications que celles qu'on 
n(Hnme infinitésimales; il est donc naturel de 
les introduire autant que possible dans les com- 
binaisons. Alors il arriva 7 ou qu'elles s'éliminent 
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d'ellefl^mémes, à la manière des quantités algé-^ 
briques ordinaires ; et dans ce cas y tous les pro- 
cédés suivis dans le cours des opérati^Nas, ap- 
partiennent à ce qu'on nomme calcul différen- 
tiel; ou il fiiudra recourir à certaines transfor* 
mations inusitées dans Talgébre wdinaire , mais 
dont l'objet est toujours d'éliminer ces auxiliaires 
appelés infinitésimales j et ces transformaticMis 
sont de la compétence de ce qu'on nomme calcul 
intégral. 

Le premier de ces calculs est beaucoup plus 
&cile que le second ; parce qu'il ne renferme , à 
proprement parler, aucun procédé qui ne lui 80ît 
commun avec l'ancienne mialyse : mais le calcul 
intégral exige des procédés fort dififêrens , et qui 
sont loin encore d'être complets , malgré les tra- 
vaux des savans du premier ordre qui s'en soi^ 
occupés. Mon di^et ici, n'est que de fidre con- 
naître l'esprit de ces méthodes, et d'indiquer la 
marche générale de ces calculs. Je commencer» 
par le calcul différentiel comme le plus simple, 
et comme indispensable pour parvenir à la con- 
naissance du calcul intégral; mais en me restrei* 
gnaiit aux premières notions, pour l'un comme 
pour l'autre. 



DU 
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DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

5o. Nous avons dit que la différentielle d^une 
quantité variable, était la différence infiniment pe- 
tite du second état de cette variable avec le premier, 
il s'agit donc de trouver cette diflerentielle pour 
tous les cas possibles ; c'est-à-dire , pour toutes le^ 
fonctions possibles des variables proposées, telles , 
que Xy y'j Zy etc., dont les différentielles particu- 
lières sont déjà exprimées par dx^dy^dz^ etc» 

Il faut d'abord éiamitier quelle distinction nous 
devons mettre entre Popératidri par laquelle on , 
prendrait iiiïe différence ordinaire ou finie, et 
celle par laquelle on doit se borner à prendre 
une différentielle, ou une difiërence infininiènt 
petite. Si nous considérons te système proposé 
dans deux états quelconques déterminés difierens 
Tun de l'autre, la différence des deux valeurs 
^e la même quantité prise dans les deux sys- 
tèmes, sera également déterminée, et ne pourra 
par conséquent être supposée aussi petite qu'on 
le voudra; ainsi l'on ne pourrait rien y négliger 
sans commettre des erreurs , qu'on rie serait plus 
à même de rectifier. Mais si les deux systèmes 
sont supposés se rapprocher l'un de l'autre autant 
qu'on le veut , la différence des deux valeurs dé 
la même variable pourra être rendue aussi petite 
qu'on le voudra j elle deviendra ce qu'on nomme 

5 
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une di£PérentieIle, et ne sera autre chose que la 
différence ordinaire, simplifiée par la suppression 
des quantités qui, dans son expression, pourraient 
se trouver infiniment petites, relativement aux 
autres termes dont elle est composée. Tel est le 
principe général de ta différentiation. 

5 1 . II suit évidemment de ce principe général , 
que pour différentîer une quantité ou une fonc- 
tion quelconque de cette quantité ou de plu- 
sieurs quantités combinées, que j'exprimerai par 
^(Xj^^Zj etc.) , il n'y a qu'à la considérer dans le 
second état, c'est-â-dire, lorsque x,y,z^ etc. de- 
venant respectivement x-^dxyy+dyy z-Hfe j etc., 
cette fonction devient ellé-m&ne ^(x+c/x,^-f-cfy, 
2+c?z,etc.); retrancher de cette fonction ainsi 
accrue, ce qu'elle était d'abord, c'est-à-dire, 
ç(XyyyZj etc. ) , ce qui donnera pour la diflërence 
de la fonction proposée, 

<p {x+dx, y+dy, z+dZy etc.)— ^ (x.y, z, etc.) j 

et alors pour passer de cette différence à la diffé- 
rentielle , il n'y aura plus qu'à réduire l'ei^res- 
sion, en y négligeant les quantités qui se trou- 
veraient infiniment petites, vis-à-vis de celles 
auxquelles elles seraient ajoutées, ou dont elles 
seraient retranchées. Il ne nous reste donc plus 
qu'à appliquer cette formule générale à chaque 
cas particulier. 
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Soit proposé de difFérentier la somme a-f-ft+x 
j^yj^^z de plusieurs quantités dont les unes a, ^ 
sont constantes et les autres x^y^z variables; 
c'est-à-dire, soit proposé de trouver i/(a+ô+:» 

Suivant la formule générale donnée ci-dessus , 
les constantes a, b n'ayant aucune différentielle > 
et les variables x^y^z ayant respectivement pour 
difiFérentielles dxy (fyydzy nous devons avoir, 

cZ(a+J+^-f:y+5î) = ^+^ + {x+dx) + (j+dj) 
+ (z+dz) -^ (d+b^x-^+z) y 

équation qui se réduit à 

d{a+h'^x+j'\--t):=^dX'^dy+dzi 

c'est-à-dire, que la différentielle d^une somme 
quelconque de constantes et de variables est 
égale à la somme des différentielles des seules 
variables. 

5 2 . Soit proposé de dififêrentier X'—y ; on aura , 
d'après la formule générale, 

ou en réduisant, 

d.{x^y)^dx — dyj 
c'est-à-diçp, que ta différentielle de la diffé-. 
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renie de deux variables quelconques , estégùk 
<i la différence de leurs différentielles. * 

Soit propose de diflfêrentier ax-^-by^^cz^ on 
iiura , par la formule générale , ^ 

d{itx+by — cz)z:^adx + bdy — cdz. 

55. Soit proposé de difierentier le produit xv; 
on aura d'abord pour difierence pat la formule 
générale, 

(x^dx) (y + (fy)^ xjK, 

ou réduisait) ! 

xdy+^dx + dxdj^* 

Mais comme il s'agit non d'une difierence quel- 
conque , mais de la diflférentieïle ; on remarquera 
(que le dernier terme dxcfy est infiniment petit 
relativement à chacun des deux autres, puîsqu'eo 

le divisant par le premier il donne —, et parle 
second -^ , qui sont évidemment l'une et l'autre 

des quantités infiniment petites. Donc ce troisième 
terme doit être négligé vis-à-vîs des autres : donc 
la formule se réduit à 

dxy = xdy ^ydx. 

On trouverait pareillement 

, . dxjz=^xydz + xzdy +yzdx\ ' 
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f ' et de même, pour un plus grand nombre de facteurs, 
d'où suit cette règle : Pour différentier le produit 
de plusieurs fojcteurs variables y il faut prendre 
la somme des différentielles de chaque vuriahle^ 
multipliées chacune par le produit de toutes. 

-• les autres variables. 

jot 54. Soit proposé de différentier la fraction -. 

^ Suivant la formule' générale , la différence sera 
^ . , — -, ou en rédtdsant afu mêiaae déhomina- 

teur y f ~^'^ » or comme ce û'est point la diffé- 

rence absolue qu'on demande, mais seulei^ient \x 

diflfërentielle, il faut effacer de cette expression la 

^' quantité ydy au dénominateur,, paice qu'elle se 

^ trouve infiniment petite relativement à Fautr^^^ 

termes*. Donc on aura 



i5:« 



j X ydx-^ xdy 

y yy ^ 



t? 

I ' " • • V 

t R c'est-à-dire , qu'en général , la dîfférenûelte d^une 
^ fraction est égale au dénominateur de cette 
fraction multipliée par la différentielle du nu- 
mérateur^ moins le numérateur par la diffé- 
rentielle du dénominateur; le tout divisé par 
le carré du dénominateur. 

55. Soit proposé de différentier 5C"*. 

Si l'on fait successivement ttz =; 2 , ttz = 3 , 



^1 
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771=4, etc. ; on pourra regarder x* comme le pro- 
duit de X multipliée par elle-même une fois, deux 
fi>is , trois fois , etc., ainsi on pourra y appliquer 
la règle établie (55) , d'où l'on tirera en général 



Si on suppose successivement 771= — 1, 
7n= — a, 771 = — 3, etc.j ou, ce qui revient au 

inême, si Ton veut difierentier les quantités - y 

^ > ^ > etc. , il n'y aura qu'à leur appliquer la 

règle trouvée ci*dessus pour difierentier les frac- 
tions , etfon parviendra également à la formule 

Si Ton suppose que l'exposant 77i soit une finac- 

p. 
tion 2 ; on fera x'^ = z j élevant chaque membre 

^ la puissance q , on aura xf^=s: z% et différentiant 
chaque membre par la règle ci-dessus, on aura 



px^'dx ^s.qzr-'dz; 



d'où je tire 



dz 



px^^^dx 



qzi 



9-* 



substituant dans le second membre, pour z sa ya* 
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E 

leur x^ ; on aura 

qui est encore la même formule que ci-dessus. 

C'est-à-dire donc, que généralement la diffê-- 
rentielle d^une puissance quelconque positive 
ou négative ^ entière ou fractionnaire y est le 
produit de Vexposant de la puissance, par la 
variable élevée à une puissance moindre d^une 
Unité que la puissance donnée , le tout multi-- 
plié par la différentielle deja variable^ 

56. Si les quantités proposées étaient affectées 
de radicaux, on commencerait par les convertir 
en quantités a0èctées d'exposans. Ainsi les règle» 
précédentes suffiront pour diflférentier toutes les 
quantités algébriques. Mais les quantitéa dont les 
exposans sont variables n'y sont pas^ comprises : 
cependant elles n'en sont pas moins susceptibles 
de différentiation ^ ainsi que les autres quantités 
auxquelles on a donné le nom de transcendantes ; 
telles que les quantités logarithmiques et angulaires. 
Nous allons parcourir les règles qui ont été trouvées 
pour cela. 

57 i. Proposons nous de differ entier a""^ a 



/ 
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# - 

étant une quantité constante, etx un exposant 
variable. 

é 

Suivant lé principe général, la difiere^ielle èher* 
chéesera 



a 



X'¥-dM 



■7 



—a', ou a*.a^— a', ou a'{a^ — i)j 
c'est-à-dire qu*on aura 

Ja* = a'(a^— 1) . . . (A). 

• 

Mais pour rendre cette équation utile, il faut 
faire ensorte que la quantité infiniment petite (ùc. 
ne soit point employée en exposant. 

Pour cela Je fiûs a= 1 -f*&,^ l'aurai doDc, 

a^=:{i + b)^, 

ou en développant par la formule du binôme de 
Newton 

+ é£Ëfcl^L(^Il^ 4. etc., 

et comme la quantité infiniment petite (/x dispa* 
raît devant les nombres finis 1 , a , 5 , etc. , Téqua- 
tion 5^ eq tr^inaposant le premier terme du second 
membre , se réduit à , 



a 



dx 



(/*(è-? + |-^*+etc,). 
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Substîfeaant donc celte yaleur de a^-^ i dans la 
for mule. (A), et remettant pour b sa valeur a — i, 
on aura 

da'=a'dx [(à— i)_^(a_ i)«4. j(a — i)^— etc.]. . »(B) 

58. La diflférentîation des- quantités exponen- 
tielles, qu'on vient de voir, donne le moyen de 
difïerentîer aussi les quantités logarithmiques. En 
effet, suivant la définition générale des logarith- 
mes , on a , iquelle que soit la base a du système , 
X == log a*, donc dx = d log a*. Substituant cette 
valeur de dx dans Péquation (B), on aura 

(c/a'==à'cnoga'.[(a--i)— l(a— i)»-|4(a— 1 )^'-etc.] 

d'où en faisant à*=/, on tire 



JlogjK 



d^ 1 



Supposant donc pour abréger , que ce dernier Êic- 
teiu* qui est constant soit représenté par m , on 
aura pour un système quelconque de logarithmes j 

Le nombre m qui est, comme Ton voit, une 
fonction connue de la base a du système loga- 
rithmique y est ce que Ton nomme module de co 
système. 



|r V 
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Le cas le plus simple est celui où l'on suppose 
m = 1 , ce qui réduit la formule (C) à 



dlogy 



y 



C'est pourquoi les logarithmes de ce système se 
nomment /ûj^r/fA/n^^ naturels y on logarithmes 
népériens , du nom de leur célèbre inventeur le 
baron de Néper j ou encore logarithmes hyper^ 
boliques , à cause de leur connexion avec la qua- 
drature des portions de la surface comprise entre 
rhyperbole équilatère et ses asymptotes. 

59. Puisque nous avons fait en général 






7/1=: 



(a — i>-i(a-i)* + J(a-i)3-etc. 



iNTous aurons pour les logarithmes jiaturels, c'est- 
à-dire , pour le Cias où tti = 1 

(a — i) — j (a — 1)*+ î(ût — »)' — etc. =31^ 
ce qui donne par approximation 

« = 2,718281828459045. .. ., 

É 
< « 

c'est-à-dire, que la base des logarithmes naturels 
ou le nombre dont le logarithme est 1 dans ce 
système , est à très-peu près le nombre précé- 
dent ;, qu'on est convenu de représenter en général 
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par la lettre e dans le? calculs algébriques. Aiusi 
dans ce système on a x = log e*. 

^=52,718381828459045. •• • 

Mais nos tables ordinaires de logarithmes, faites 
principalement pour l'usage de TArithmétique , 
sont calculées sur une autre base. Notre numé-- 
ration étant décimale , ony suppose a = 10, c'est- 
à-dire , qu'on y suppose x = log 10* j on y suppose 
donc succes^yement 

io*=:i, ïo*=3, io'=3, etc., 

et les valeurs de x qui satisfont à ces équations , 
sont les logarithmes des nombres naturels 1,2, 
3,4, etc. 

En substituant cette valeur lo de la base dans 
l'équation trouvée ci-dessus, 



m 



on a par aproximation 

m == 0^45429448 ... . 

C'est-à-dire, que ce nombre est le module des 
tables ordinaires. 

60. Tt^usles systèmes possibles de logarithmes- 



*. 



'm 



t.KM 



!■! 
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m 



m ' !?! 
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ont entre eux une liaison intime, de manier» 
que ces.logarithmes étant supposés calculés pour 
un certain système , il suffit de les multiplier tous 
par un même nombre, pour passer à un autre. 

En effet , soit K un noifnbre quelconque y log K 
le logarithme de ce nombre pris dans un système 
dont la base soit a , et Fog K le logarithme du 
même nombre pris dans un autre système dont 
la base soit a\ Nous aurons donc 



Donc ) 

Prenant les logarithmes dans le système dont la 
base est a , on aura 

loga'^8^ = loga'ï'«g^, 
ou 

log K. log a = Tog K. log a\ 
Donc 

log K : Fog K :: log a' : log a. 

Mais par la même raison on aurait pour tout 
autre nombre K'j 

log K' ; rog K' :: log a' : log a. 
Donc 

log K : l'og K :: log K' ; Tog K', 

ou enfin 

logK:logK'::rogK:rogK\ 
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DOûft les logarithmes de deux nombres pris dan« 
le premier système, sont entre eux comme les 
logarithmes des mêmes nombres pris^dans le se-* 
coud. 

61. Cette quantité constante par laquelle il 
faut multiplier tous les logarithmes d'un système 
pour avoir ceux d'un autre , est facile à trouver. 
Car la proportion trouvée ci-dessus 

log K : Tog K :: log a' : log a 
donne 

Ou plus simplement à cause de Ioga=si, 

c'esl*à-dîre , que la quantité constante par laquelle 
il faut multiplier les logarithmes d'un système pour 
avoir ceux d'un autre , est l'unité divisée par le 
logarithme de la base de cet autre système, pris 
dans le premier. 

62. Si l'on différencie l'équation précédente, 
d'après le principe général établi (58) elle donnera 

K log a K o m 

Ainsi au lieu de diviser les logarithmes népériens 
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our aroir ceux d'un antre système 
il n'y a qu'à les multiplier par /n, 
par le module de ce système. 
ivons trouvé ci-dessus (5ç() pour le 
tables ordinaires, m=o,4343944ô. 
ir ce nombre qu'il faut multiplier les 
aaturels ou népériens, pour aroir les 
tabulaires. 

>roquement si l'on a les tables ordi- 
ées , il faudra diviser chacun des lo- 
ces tables par o,434a9448, pour re- 
garithmes naturels, ou, ce qui revient 
B multiplier tous par a,3o2585o9 qui 

îA iis ' ®* '^'^'^8 l'équation trouyée 

2'=:^; ce dernier nombre doit être 

1 de lo pris dans les tables népé- 



venons de voir que a' exprimant la 
téme ^quelconque de logarithmes , et 

le, on a log û'^ — ou7n= r~'* 

int le logarithme népérien de a'. Donc 

stème le module n'est autre chose 
Uvisée par le logarithme népérien 
!e la base logarithmique de ce sys- 



DE L^ALGORITHME* 79 

Si donc nous reprenons les dénominations de 
Particle 58, c'est-à-dire, que nous exprimions para 
la base d'un système quelconque de logarithmes , 

et par m son module , nous aurons m = r-^. 

log a désignant le logarithme naturel de a , et 
non le logarithme pris dans le système dont aest 
la base et m le module. 

Mais nous avons vu (69) qu'on a aussi généra- 
lement, entre le module et la base d'un système 
quelconque : 



m 



(a-O — i(a— i)*+K«— 0'— etc. 

Donc en général on a 

loga===(a— 1)— j(a— i/+|(a--i)*-— etc....(D). 

ïog a exprimant toujours le logarithme népérien 
de a; ce qui doni^e une formule générale pour 
calculer les logarithmes de ce système. 

Si dans cette formule, on remet pour a sa va* 
leur i-h* (57), elle deviendra, 

log(i4-&)=& — i**+îi^~etc. 

Si dans cette équation on fait h négatif, elle de « 
viendra , 

log(i — J) = — J-^ii« — Ji«— .elc.^ 



Bo. CHAPITRE ÏI.^ 

retranchant cette éqi^ation de la précédente, et 
obserrant que 

Iog(H-t)-log{i-t = |î|{l^«, 



g-|^ = ' (*+-: i'+^i'+iJ-H-etcO-m : 

formule très-connue/quî donne le moyen de cods- 
b'uire avec fiicilité les tables des logarithmes na- 
turels. ' 

64. D'après ce qui a été dit (5j et 58), nous 
pouvons làcilement différentier toute quantité soil 
exponentielle , soit logarithmique ; mais nous ob- 
serverons que les logarithmes naturels ou népér 
.riens, sont les seuls qu'on emploie en algèbre, 
comme étant les plus simples , que la lettre e, 
est géfféralement prise pour représenter la hase de 
ce système, c'est-à-dire, le nombre dont le loga- 

rilhmeest i, et qu'enfin ce nombre est 

3,718381 83845 , àtrès-peu près (5g). Cela posé : 

&)itproposé de différentier log-^^ nous aurons 
d log X = — , ce qu'on exprime plus simplement 



Ou trouvera de même 
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dx dy »ia + 3? dx de 



S 



y X y ^ a — X a-f-^ a— x' 

Soit proposé de différenUer ^ ; noua aurons 

dé^ = ^(/xj 
soit proposé de différentier a*\ on aura 

da'=:a*dxlay 
pareillement on trouvera 



,5 






IK D'après tout cequi vient d'être dit sur les quan- 
& tités exponentielles et logarithmiques , on voit que 
)ï leur différentiation se réduit aux deux règles sui: 
.. vantes , qui dérivent Pune de l'autre (67 et 68). 
i 1*. La différentielle du logarithme d'une 
^ quantité quelconque y est égale à la différent- 
tielle de cette quantité ^ divisée par cette même 
quantité. 

%''. La différentielle d'une quantité exponen- 
tielle, se trouve' en multipliant cette quantité 

6 
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ponentielle, par la diffërentielle de son lo- 

rithme. 

Fe passe à la diffërentiatioa des quantités an- 

[aires. 

65. Soitproposé de diffërentiersin x, x ctonJ 
arc quelconque de cercle dont le rayon esti. 
Suivant le principe général de la différentiatioD, 
doit avoir , 
in X = sin (se + dx) — sio x 

^ sin X cos dx H- ain dx cos * — sin x. 

IVfais il est aisé de voir que i*. le cosinus d'ua^ 
; infiniment petit ne diSere du rayon que d'une 
antité iofiniment petite du second ordre ; pu isque 1 
tte quantité est le sinus verse, et que le sinus, 
rse est égal au carré du sinus qui est une quaii' I 
5 infiniment petite du second ordre, divisé par | 
diamètre moins le même sinus verse , qui est 
e quantité finie; d'où suit d'abord qu'on peut 

ppo^er cos dx ^ i, et par conséquent i 

1 X C03 dx = sin x. a". La circonférence pouvant 
'e considérée comme un polygone d'une infinité 
côtés, sin dx ,etdx, diffèrent infiniment peu rf" 
l'autre , puisque dx est l'hypoténuse d'un triangli; 
ctangle; donc un des petits côtés est sin dx, ^ 
utre cosinus verse dx, qui est un infiniment pe"' 
i second ordre. 
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Donc Fequation trouvée ci-dessus se réduit à 

dsinx=idxcosx. 

Soit proposé de differentier cos x. 

Suivant le principe général de la différentiation^ 
on doit avoir, 

d cos X = cos (x-^dx) — cos x 

= cos :» cos dx — sin x sin dx — cos Xy 

équation qui, d'après les observations ci-dessus, 
se réduit à 

d cos X = — dx sinx. 

Soit proposé de differentier tang x. On a 

sin X 



donc 


cosx^ 

f 


d tang X = 


j 9m X 

= d , 

C08X ' 


équation qui se réduit à 




d tang X : 
et comme 


dx 

"^ cos X*' 


COtJCi 


cos X 
"** sin X ' 


on trouvera de même 


« • 


c/dotx: 


' —dx 

^ • sm X" 






66. En appliquant ces, règles principales à 
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d'autres exemples , on trouvera : 



d sin mx = 


zmdxcosmXy 


d cos mx = 


= — 772£/jcsin mXy 


é sin X* = 


: me/jc cos X sin jT""', 


d cos jc" = 


= — m(£x sin x cos x***, 


d tang mx : 


mdx 


cif cot mx: 




cf tang x^ : 


m*dx tang j:"^* 


d cot jT s 


— m*dx cot x"^* 



67 • Diaprés ce qui a été dit sur la diflerentia- 
tion des quantités <de toutes espèces , il est évident 
que la différentielle d^ne quantité qui ne renferme 
qu'une seule variable x , doit avoir pour l'un de 
ses &cteurs la différentielle dXj puisqu'elle doit 
se réduire à zéro en faisant dx = o. Mais aucun 
des termes ne doit se trouver multiplié par les 
puissances supérieures de dx , parce que ces ternies 
étant infiniment petits relativement aux autres^ 
ont dû être négligés. 

Par la même raison ^ si la fonction contient 
plusieurs variables x,x^ ^J ^^ différentielle ne 
peut contenir que des termes multipliés par dx^ 
dy^ dz, à la preniiére puissaiice seidranent y et il 
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ne doit s'en trouver aucun qui' ait pour facteur 
ces difiS^rentielles élevées à des puissances supé* 
rieures, ou multipliées les unes par tes autres. 

La sonune des tennes; qui ont pour fâcteur 
coit^muu dxy composëiA la différentielle dé là fônc*- 
tion proposée relativement à », c'est-à-dire^ en 
regardant x seule comme variable ; et de même 
pour la somme des termes qui ont pour facteurs 
communs (fyy dz-, etc. 

Donc là différentielle totale de la fonction pro- 
posée , n'est autre chose que la somme des diffé- 
rentielles partielles , que l'on obtient en feisânt 
variCT cette fonction successivement par rapport 
à chacune des variables qui s'y trouvent. 

Pour exprimer ces différentielles partieBes^, en 
emploie la notation suivante. Soit P une fonction 
de x,\yjZ, etc. La différentielle partielle de cette 
fonction prise par rapport à x , s'exprime ainsi 

^ d!x ; de même t- dy exprime la dijfïërentielle 

de la fonction P par rapport kyi ainsi dQ&. autres: 
de sorte qu'on a 

<fl.=Srf,+frfr+S<fe + eto, 

68. Au lieu de considérer le sjstème des quan- 
tités variables dans deux états consécutifs, comme 
nous l'avons fait jusqu'à présent, nous pouvons 
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le considérer successivement dans deux, trois, 
quatre ou un plus grand nombre d'états consécuiiÊ, 
tous infiniment peu diffërens les uns des autres. 
Alors à mesure que le premier des systèmes auxi- 
liaires se rapprochera du système désigné, tons 
les autres s'en rapprocheront aussi; tellement que 
ei ce premier système auxiliaire vient à coïncider 
avec le système proposé , tous les autres coÏDd 
deront en même temps, et toutes les différentielles 
de l'un de ces systèmes à l'autre s'évanouiront à 
la fois. . 

Les différences infiniment petites des quantités 
du premier système auxiliaire, aux quantités cor- 
respondantes du système désigné , ne sont pas h 
mêmes que celles des quantités du second système 
auxiliaire à celles du premier ; et de même elles 
varieront dii second au troisième , du troisième 
au quatrième , ainsi dei suite; ainsi ces différences 
sont des variables qui auront, jcomme toutes les 
autres, leurs différentielles ; et en conservant tou- 
jours la caractéristique d pour exprimer la difl^* 
rentielie de toute espèce de quantités ; la quantité 
ddx exprimera la quantité dont dx augmente dii 
premier système auxiliaire au second; de la même 
manière que dx exprime la quantité dont x aug- 
mente en passant du système désigné à ce premier 
système auxiliaire. Pareillement dddx exprimera 
la quantité dont ddx augmente en passant i^ 
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second système auxiliaire au troisième:; ainsi de 
suite. 

Les quantités rf:v, ddx^ dddx, etc. se nomment 
différentielles première, seconde, troisième, etc. 
de la quantité x. Pareillement dy^ ddy^ dddy^ etc. 
sont les différentielles première , seconde , troi- 
sième, etc. de jK; ^însi des autres. 

Au lieu d'écrire ddx^ dddx^ ddddx ^ etc., on 
écrit souvent par abréviation, (/% d^x^ d^Xy etc., 
ce qui n'indique point des puissances ; et ne doit 
pas être confondu avec (dx)% (dxy, (dxy^ etc. , 
qui sont aussi des abréviations , et signifient dxdxy 
dxdxdXy dxdxdxdxj qui sont réellement les puis- 
sances de dXy qu'on exprime encore en supprimant 
la parenthèse et écrivant seulement dx*, dx^y 
rfx^, etc., et qu'il faut également distinguer des 
quantités rf(x)', d{xf^ etc., qui sont les différen- 
tielles des puissances jc% x^^ ac^, etc. de x , tandis 
que les autres sont au contraire les puissances 
des différentielles de x. 

69. H suit de ce qui vient d'être dit, que les 
'différentielles de tous les ordres se différentient 
comme toute autre variable , et qu'il ne faut point 
de règles particulières pour cela. Ainsi, par exem- 
ple, en différentiant xy^ on trouve xdy-^-ydx^ 
différentions cette différentielle, et nous aurons, 

dxdy + xddy-^r dydx + yddx^ 
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difiërentions de nouveau celle-ci, et nous aurons^ 

Zdxddy + Zdyddx + xd^y -^-yd^x j 
ainsi de suite. 

70. Il est bon d'observer , que quoique d*x et 
dx^ ne soient pas la même chose , ce sont cepen- 
dant deu:^ quantités infiniment petites du second 
ordre. Car, par exemple, la première difierentielle 
de réquatioa 

yy:=fiax — xXj est ydy=:(idx — X(/xj 

et la di£fêrentielle seconde est 

ydy '^dy^=^ ad^x — xd^x — dx^ j 

où l'on voit que l'équation ne peut être homogène^ 
à moins que tous les termes ne soient du même 
ordre, c'est-à-dire, tous du second. 

71. Il faut encore' observer que quand diverse» 
variables sont liées par des équations , on peut 
toujours prendre pour constante la différentielle 
de l'une quelconque de ces variables, laquelle est 
alors prise pour terme de comparaison, et sert 
à régler toutes les autres. Car, par exemple , dans 
une courbe , nous pouvons bien supposer que les 
accroissemens successifs de l'abscisse se fontpar de- 
grés égaux infiniment petitsj alors tonales dx seront 
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égaux , et par conséquent on aura ddx = o ; mais 
à ces degrés égaux d'accroissement de l'abscisse , 
répondront des accroissemens de l'ordonnée qui 
ne seront point égaux; ainsi ddy ne sera pas zéro, 
et la loi suivant laquelle varieront ces djr en passant 
d'un système à l'autre, tandis que cfoc restera cons- 
tant, sera précisément ce qui fera connaître la 
nature de la courbe; c'est-à-dire, que la nature 
de la courbe dépendra des relations qui existeront 
entre les diiOerentielles successives, dy^ ddy^ 
dddy^ etc. de la variable désignée j. 

Appliquons ces règles générales du calcul difie* 
rentiel à quelques exemples. 

7 2 . Soit proposé de trouver la sous^-tangente 
de la courbe qui a pour équation 

ay""*"" s= x'"(a — x)". 

Considérons la courbe proposée comme un 
polygone d'une infinité de côtés. Soit MN un de 
ces côtés {fig. 1 ); si l'on prolonge ce côté jusqu'à 
l'axe de la courbe en T , ce sera la tangente ; soit 
cet axe ou ligne des abscisses TB ; des deux extré- 
mités M, N, du petit côté MN soient menées les 
ordonnées MP , NQ , infiniment proches l'une de 
l'autre, et du point M, soit menée la petite droite 
MO, parallèle à l'axe et terminée à l'ordonnée MQ. 
La ligne TP est donc la sous-tangente cherchée. 



n 




1 i M 
1 ' ,1 


i! 

i 










■.I 


>'i II' 


1 li' i;le '.1 , 


- 1- 1 1 V ' 


!^ 


1 
1 
J 

■ 


f" 



■i ',. 



I 



i' i^'f -L 



• ', 



, r^'ii 



J 



V : 






T:i: iilf 



1 [. ;: , 



Si :i 

II 

11', 



P 



\ : M 



m 

ii; M' 






go CHAPITRE II. 

Or a est clair qu'on a MOzssdXy NO= cfy^ d 
que les triangles semUables MNO, TMP, donnent 
par conséquent 

dy : dx :: y : TP. 
Donc nous ayons l'équation imparfaite 

tp=:k| (A> 

Maintenant je difierentie l'équation donnée, 
pour en tirer la valeur de j-, et la substituer dans 
l'équation (A). Cette équation difiFérentiéeme donne 



qui est aussi une équation impar&ite, d'où je tire 

£f (yyt+^) qy"'-^"" ' ^ ,|.x 

dy m{a—xy af^"'— nx^{a— x)»-' ^^' 

Substituant cette dernière valeur de j- dans l'équa- 
tion (A) , j'aurai 

TtUL '—^ TTIX ^^ nX 

équation qui étant dégagée de toute considération 
de l'infini, est rigoureusement exacte , et me donne 
la valeur cherchée de là sous-tangente TP. 

73. Soit proposé de déterminer les plus 
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grandes et les plus petites ordonnées de la 
courbe qui a pour équation 

yy+xx=3ax — aaa + aby — hh{Jtg.S). 

. Il est clair que les plus grandes et les plus 
petites ordonnées de la courbe proposée sont 
celles qui répondent aux points où la tangente 
devient parallèle aux abscisses; ou, ce qui revient 
au même, en considérant la courbe comme un 
polygone d'une infinité de côtés ; ce sont les or- 
données qui répondent aux petits côtés parallèles 
aux abscisses : d'où il suit que l'ordonnée reste 
la même sur toute l'étendue de ce petit côté, 
c'est-à-dire, qu'au point du maximum ou du 
minimum de cette ordonnée , sa diflFérçntielle 
devient o , quoique celle de l'abscisse ne le soit 

pas , et qu'on a par conséquent ^ = o. 

Appliquons ce principe à l'équation proposée; 
en la différentiant elle nous donnera l'équation 
imparfeite 

dy ^__ 3g^*aj? 
rfa: "^ ay — ai ' 

c'est donc cette quantité qui doit être égale à o , 
ce qui donne 

3a — 2x=o, ou :c=:|a, 
et par conséquent 
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équations qui , étant dégagées de toute considé* 
ration de l'infini, sont rigoureusement exactes. 



74. Soit proposé de trouver /^maximum ou le 
minimum de la fonction ax' — bxy*+f*z* — gxyz, 
des variables XyjyZ. 

Lorsqu'une fonction est parvenue à son maxi- 
mum y elle cesse d'augmenter pour diminuer en- 
suite y soit que les variables particulières qui y 
entrent continuent d'augmenter, soit qu'elles dimi- 
nuent : et lorsqu'elle est parvenue à son mini- 
mum j elle cesse nécessairement de diminuer 
pour augmenter ensuite, soit que les variables 
particulières augmentent, soit qu'elles diminuent 
Ainsi dans le cas des maxima et des minima , 
la différentielle de la fonction est toujours égale 
à zéro , quoique les différentielles des variables 
particulières ne le soient pas. 

Pour appliquer ce principe au cas proposé , 
je suppose d'abord qu'on ait trouvé les valeurs 
déterminées de j' et z qui satisfont à la condition 
proposée, il ne restera donc plus qu'à déter- 
miner celle de jc j ce qui se fera par conséquent 
en différentiant la fonction proposée relativement 
à X seulement, égalant à zéro et divisant par rfx, 
ce qui donnera 



3ax* — ftjK* — gy^ 



o; 



J 
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f&n appliquant ce même ràisomiement aux va- 
riables jr et Zy on aura pareillement 

2bxy — ^wz=:o, 

équations qui étant toutes indépendantes de la 
considération de l'infini, sont rigoureusement 
exactes. Telles sont donc les trois équations 
finies auxquelles il faut satisfaire; ce qui ramène 
la question proposée à l'analyse ordinaire. 

Ces trois difierentiations successives reviennent 
évidemment au même que si Von différentiait la 
fonction par rapport à toutes les variables à la 
fois , et qu'on égalât à o le coefficient diiSerentiel 
de chacune de ces variables. 

76. Soit proposé de trouper le point d^ in- 
flexion de la courbe qui a pour équation 
b*y = ax* — x' , si elle en a un. 

Soit ABMN {fig. 6 ) la courbe proposée : qud 
AP soit l'abscisse et MP l'ordonnée, correspon- 
dantes au point d'inflexion cherché M. Soit menée 
une tangente MK à ce point d'mflexion : il est 
visible que l'angle KMP est un maximum j c'est- 
à-dire, plus grand que l'angle LNQ, formé par 
une autre tangente quelconque NL et l'ordonnée 
correspondante NQ; donc la tangente trigono- 

r 

métrique de l'angle KMP est aussi un maximum. 
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c£r 



Mais cette tangente trigonométriqae est j- } donc 
on doit avoir 

j dx 

a*j- = o. 

dy 

Or la courbe ayant pour équation 



on a 



h^y = ojc* — x^ y 



dx 
Ty 



aox — 3x*' 



4onc on doit avoir 



d. 



ce qui donne 



flor — 3x* 



x=ha', 



équation qui étant dégagée de toute considéra- 
tion de Tinfini, est rigoureusement exacte. 

76. Soit proposé de trouver le rayon du, 
cercle osculateur de la courbe qui a pour équa- 
tion yy=ax (/^. 7). 

Soit une courbe abcdeY, enveloppée d'un fil, 
fixé par l'une de ses extrémités à Tun quel- 
conque F des points de cette courbe , plié sur 
elle, et dont Tautre extrémité soit M. Si l'on 
conçoit maintenant que ce fil restant toujours 
tendu se déroule, et que son extrémité M trace 
une nouvelle courbeM/w/n'j cette nouvelle courbe' 
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s'appelle développante de là première, et cette 
première s'appelle la développée. 

La portion du fil comprise à chaque instant 
entre la développée et la développante se nomme 
rayon de la développée : ainsi pour le point M 
de la développante la droite Mè est ce qu'on 
nomme le rayon de la développée, me est le 
rayon de la développée au point m j ainsi dq 
suite. 

Si l'on considèrç la développée comme un po- 
lygone d'une infinité de côtés ah^hc^ cdy etc., les 
petites portions Mm, mm* ^ etc. de la dévelop- 
pante deviendront de petits arcs de cercle qui 
auront leurs centres aux points c, rf, etc.; c'est 
pourquoi les cercles qui ont pour rayons res-i 
pectifs Me, md^ etc, et dont les petits arcs se 
confondent avec ceux de la développante, se 
nomment cercles osculateurs de cette courbe, 
aux lieux où ils se confondent ; ainsi les rayons 
des cercles osculateurs , que pour cette raison on 
nomme aussi rayons de courbure , ne sont autre 
chose que ceux de la développée. 

Il s'agit donc de trouver le rayon de la déve- 
loppée pour un point quelconque M de la déve-» 
loppante. Or la grandeur d'un angle étant estimée 
par l'arc qui en donne la mesure lorsque le rayoïi 
est 1 , il est clair que l'arc Mm^=McM.cm. . .(A) • 
mais les rayons Me, mdy étant successivement 
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peqx^ndictdaires aax petits arcs Km, jiur', d 
par Cfxaéqtteat à leurs tangentes rcspectÎTes sn 
points M, fft, Fangle Mc/n, formé par CCS rajoB, 
sera k même qoe celui que formeraient ces tu- 
gentes. Or fl est évident qae*daiis mie cooile 
quelconque f Fan^ formé par denx tangentes est 
égal à raccrMSsemeot que reçoit en passant de 
Funeâ Tautre, Tangje formé par l'ordonnée srec 
la prcmii-re de ces tangentes : donc si ks dem 
tangentes sont infiniment proches Fane de l'antre, 
l'angle qu'elles formeront, et par conséquent aussi 
l'angle Mcm que formeront les rayons de conr- 
bure correspondans Me, md, tersi la dîfifêrentiellc 
de l'angle formé par la tangente de la couiiK A ; 
l'ordonnée. 

Supposant donc que MT soit la ligne tangente 
au point M et MF l'ordonnée; si l'on nomme K le 
rayon de courbure, s Tare correspondant, x et 
y les coordonnées, on aura, par l'équation (A) 
trouvée ci-dessus, 

ds = R.dTMV (B). 

Mais la tangente trjgonométrique de l'angle TMP 
est ^(73), et l'on sait (65) que la difiKrentielle 

d'un angle est égale à la difTérentielle de sa tan- 
gente, multipliée par le carré du cosinus, donc 

rf.TMP=c<»TMP-:<f.| = 4'rf|, 

donc 
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donc réqaation (B) devient. . 



d'où Ton tire 
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n s'agit maintenant d'appliquer cette formule 
générale qui n'est qu'une équation imparÊdte au 
cas proposé, c^est-à-dire, à la cqiorbe qui- a pour 
équation 

En difierentiant cette équati(»i^ on a 

* ■ • 

àx ^_^ ay 

et par conséquent 
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j- y sa yaleur ^, et réduisant, on aura 



M£±«r. 



équation qui étant dégagée de toute considératioD 
de l'infini , est rigoureusement exacte. 

DU CALCUL INTÉGRAL. 

7f • n ne &ut pas perdre de vue que les quan- 
tités infinitésimales ne sont jamais que des quaotHà 
auxiliaires , introduites seulement dans le calcul 
pour firciliter la comparaison des quantités dési- 



gnées, c'< 



, des quantités dont on yeot 



avoir la relation ; et que le but ultérieur qu'on 
se propose est toujours de les éliminer» 

Lorsque cette élimination n'a besoin pour être 
exécutée , que des transfonnations ordinaires de 
l'Algèbre; les opérations se rapportent à ce qu'on 
nomme calcul différentiel. Mais lorsqu'on ne peut 
obtenir cette éliminatioa que par ropérationifr 
verse de cdle^'on&it pour difierentier des quan- 
tités proposées, cette opération devient l'objet de 
ce qu'on nomme calcul intégral. 

Intégrer une quantité différentielle y c'est retrou- 
ver la quantité qui, par sa dififérentiatico, douoe 
cette quantité difiërentielle proposée. 

cette opération iùrersé est beaucoup ^ 
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éifficSe que l'opéFation directe ^ de même qae Isi 
division est plus difficile que la multiplicatibn dont 
elle n'est x;ependant que ^opération inverse j que 
l'extraction des racines , est plus compliquée que 
Félévation des puissances , dont elle est également 
l'inverse ; et qu^enfin la résolution des équations 
est beaucoup plus difficile que leur composition, 
puisqu'on n'y parvient même généralement que 
pour les degrés inférieurs. 

Il y a d'ailleurs un grand nombre d'expressions 
différentielles, telles quej^rfx, qui ne peuvent réel- 
lement résulter d'aucune diflfêrentiation , et qui 
par conséquent , ne sauraient s'intégre^ il y en 
a d'autres qui peuvent être susceptibles d'intégra- 
tion , mais le moyen d'y parvenir n'est pas encore 
connu. 

78. La quantité qui par sa diflerentiatîon produit 
une d^rentielle proposée , ^'appelle intégrale de 
cette difierentielle; parce qu'on la l'egàrde comme 
ayant été formée par des accroissemens successifs 
infiniment petits; chacun de ces accroissemens est 
ce que nous avonsappeléla différentielle delâquac^ 
tité croissante, c'en est une fraction; et la somme 
de toutes ces fractions est la quantité entière que 
l'on cherche , et que pour cette raison l'on nomme 
intégrale de cette di£Eerentielle ; c'est par cçtte 
même raison que Pou appelle intégrer çu tommer 
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unç dij^rentielle; chercher Fintégrale onla somm 
de tous les accroîssemens successife infiniment 
petits^ qui forment la série , dont la différentieik 
proposée esta proprement parler le terme général. 

79* Une intégrale étant considérée comme h 
somme des élémens qu'onnonmie différentielles, 
on est convenu de }a désigner dans le calcul par 
la caractéristique/ qui est regardée comme l'abré- 
viatjon des mots ^omme de. Ainsi le signe / dé- 
trait l'effet du signe d^ de manière quey^TX, n'est 
autre chose que la quantité X elle-même. 

Il est évident que deux qus^tités variables qui 
demeurent constanunent égales entre elles ^ au^ 
mentent à chaque instant autant Tune que l'autre» 
et que par conséquent leurs différentielles sont 
égdes : et la même chose aurait lieu, quand même 
ces deux quantités eussent différé entre elles d'une 
autre quantité quelconque , lorsqu'elles ont corn- 
mencé à varier ; pourvu que cette différence pri- 
mitive soit toujours la même, leurs différentielles 
seront toujours égales. 

Réciproquement, il est clair que deux quantités 
variables qui reçoivent à chaque instant des aug- 
meiitations infiniment petites égales, doivent aussi 
demeurer constamment égales entre elles , ou dif-/ 
férer toujours de la même quantité; c'est-à-dire, 
que les intégrales des deux différentielles qui sofit 
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égales y ne peuvent jamais difiPérer entre elles ^a 
d'une quantité constante. 

Far la même raison , si deux quantités quelcon- 
ques sont infiniment peu différentes l'une de Fautre^ 
leurs dififêrentielles dijSereront aussi entre elles infi^ 
niment peu; et réciproquement, si deux quantités 
différentielles isont infiniment peu dififêrentes l'une 
de l'autre, leurs inté^ales, sd^straôtion faite de 
la constante, ne peuvent aussi différer l'une de 
l'autre qu'infîtdment peu; 

80. C'est sur ces principes qu'est fondée Pap- 
plication des règles du calcul intégral. Soit, par 
exemple ( jf^. 8 ), AMNR , une courbe dont on 
veuille trouver l'aire , c'est-à-dire , la sur&ce AMP^ 
comprise entre l'arc AM de cette courbe, son abs- 
cisse AP, et son ordonnée MF. 

Si l'on conçoit que l'abscisse AP ou x, augmente 
de la quantité iafipunent petite PQ ou dx , l'aire 
cherchée de la courbe augmentera du petit trapèze 
mixtiligne MNQP; ce petit trapèze sera donc l'élé- 
ment ou la différentielle de la sur&ce cherchée: 
ainsi nous aurons d'abord 

AMP=yMNQP...CA). 

Mais d'un autre côté , en négligeant le petit trian- 
(gle mixtiligne MNO, qui est é videdoment infininient 
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petit à l'égaré da trapèze ^ nous aurons pour Paire 
de ce trapèze considéré comme égal au rectangle 
MOQP, le produit ^Jx de sa base y par sa hautem- 
d% ; donc ydx difiêre infiniment peu>dc la diflfêren- 
tieile de Faire cherchée. Donc(79)^(/jC9 difl^era 
infiniment peu de /litfNQP ou AMP, abstraction 
&ito de la constante , c'est-à-dire , donc > que 

est ce que )'ai appelé une équation imparfaite. 

Supposons, par exemple ^ que la courbe soit une 
parabole ordinaire, jlont le paramètre soit^, ooos 
aurons yy^^pXy et en differentiant ^ydy =:pdx; 

donc dx = ^Lï* substituant cette valeur dans 



p 
réquation (A), on aura 

AMP;=r/.22:::^.-|-C 
Mais (65) ' '^ 

5p p 

pùCLC réciproquement 
Donc l'équation (B) devient 
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AMP=s|xy-|-C....(C). 

I Mais cette éqaation que je n'ai regardée jusqu'à 

présent que comme une éqaation impar&îté , sm 
trouve ne renfermer aucune quantité infinité^-* 
maie : donc elle est devenue parfaitement rigou- 
reuse; c'est-à-dire, que Faire de la parabole est 
exactement I xy +C. 

Il me reste à déterminer, la c(H3Stante C. Pquf 
cela j'observe que l'origine des abscisses étant en A, 
ai nous supposons x=:o, nous aurons aussi ^£=0. 
£t comme nous cherchons l'aire totale à compter du 
point A^nous aurons aussi AMP c= o.Doncl'équa-^ 
tion, 

Am^ixy+C. 

devant avoir lieu, quelle que soit la yaleiir de 9, 
d(kme 

a=o-l-C, ou C=:o, 

Donc réquation qui donne l'^e de la parabole^ se 

réduità 

AMP = f5C/. 

On conçoit par cet exemple , l'usage qu'en peut 
faire du calcul intégral , et combien il est important 
de rechercher les moyens de passer des équations 
différentielles y qu'on peut avoir trouvées par l'cx* 
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pression des conditions d^un probrème, aux éqoa 
tions intégres qui peuvent en dérlFer. 

8.Ù Les règles du calcul intégral dérîTentné 
cessairement de ceUes du calcul diSërentie) qo 
en est rinyerse. Le détail de ces règles ne peu! 
être l'objet d'un Ouvrage tel que celùî-ci. Conten- 
tons nous d'en donner une idée. Considérons d'a- 
bordle cas où il n'entre qu'une seule variable dafis 
l'expression diOerentielle* 

Soit proposé à^iniégrtr le monôme ax"dX; j4 
dis qu'on aura 



faxrdx 



m+i^ 



abstraction &ite de la constante que je sous-entendi 
pour plus de simplicité. 



En effet, si l'on diflfêrentie ;;j:^ suivant la règb 

prescrite (55), on aura ax^dx. Donc récîproque- 
iQentFintégrale de axrdx est, comme nons l'a votf 

dit* ^n:^- Cest-à-dire donc,, qu'en génâral; 

J^our intégrer une différentielle numome à 

iine seule variable ,. il faut i*- augmenter Fe^ 

posant de la variable d*une unité; a*, divii^^ 

jpar cet exposant ainsi augmenté de l^unitéy d 

far la dij^érentielle de là variable. 
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, Cette règle a M#u, soitqaeFexposant soit positif 
ou négatif, entier ou fractionnaire. 

» Si la différentielle monomé avait un radical, il 
faudrait pour appliquer la règle précédente, com'^ 
mencer par convertir ce radical en exposant frac- 
tionnaire. 

82. La règle donnée ci-déssus souffre cepen- 
dant une exception, dans le cas où l'on amzsz^^ 1 ; 

pùisqu'alors l'intégrale deviendrait - quantité in- 
finie. Dans ce cas , la véritable intégrale est a log x^ 
c'est-à-dire, qu'on a 

t 

pqisqu^en effet nous avons (64) 

cfalog«; = -~. 

Mais il Ëiut remarquer que pour rendre Hnté- 
grale complète , on doit y ajouter une constai4^ C» 
Ainsi l'on a réellement 



Jf^=:,alog»+C. 



Si l'on veut maintenant que l'intégrale c^^mmence 
lorsc|[ù'on a xsso> c'est-an^e, si l'on veut qne 
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rjut^grale f—~ soit o qnand Ji est o, on aon, 

o=alogo+C, ou Css— ^alogo: 
^oncy l'intégrale complète sera 

* ■ 

yi~=alog^ — alogossalog*, 

c'est*À-âire, qa'akNTS l'intégrale complète een» 
finie : ce qui explique pourquoi la règle donos 
ci-dessus fait trouver ^vr/axrdxj une quantitt 
infinie pour le cas où Ton a m = — i. 

83. Puisque nous savons intégrer un monooR 
quelconque , nous pourrons intégrer une suite qoel 
conque de monômes , tdle que 

» 

car il n'y a qu'à appliquer la r^le trouvée, à cbacDB 
de^ces mcmomes en particuli^. Ainsi/ toujoQ^ 
abstraction Êdte de la constante, nous aurons 

/(<„.d, + 5^ -/&) = f + ^ -> 

Il est évident que la même règle s'appliqua ^^ 
eas où il entre dans ^expression ififierentielle de^ 
quantités complexes^ pourvu.qu'elles ne se troft 
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vent point au dénominateur, et que leur exposant 
soit un nombre entier et positif; puisqu'alors il 
n'y a qu'à exécuter l'opération , c'est-à-dire , élever 
à la, puissance indiquée, pour convertir la fonction 
en une suite de monômes. 

* 
84. La même règle s'applique encore au <^^ 
où la fonction proposée, quoique complexe, se 
trouverait élevée à une puissance quelconque frac- 
tionnaire ou négative, pourvu que la totalité des 
termes qui multiplie cette quantité complexe fut 
la différentielle de ce qui est sous Fexposant, mul- 
tipliée par une constante; car pour ramener ce 
cas au premier, il n'y a évidemment qu'à faire cette 
quantité complexe égale à une nouvelle variable 
simple. 

Spit;i par exemple, proposé d'intégrer la quantité 
différentielle 

qui contient la fonction complexe {a -4- hxY\ l'ex- 
posant m pouvant être négatif ou firactionnaire .: 
)e vois que cette différentielle est intégrable, parce 
que le Êicteur </x est la différentielle de la quantité 
complexe qui est sous l'exposant, multipÛée par 
une constante. £n e£fet, soit 

(a + hx) =/^ ' 
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en di£fêrentîant nous aurons 

hdx ^=^dyj ou dxss^; 

âono la formule à intégrer devient*?!!^* dontrm^ 

tégrale est . ^ .^ ; ou en remettant pour j" sa 
Taletir (a -f^ bXy on aura 



^ 



85. Cette application de la règle peut s'étendre 
à tous les cas où l'exposant de la variable hors 
du binôme, augmenté d'une unité, se trouve divi- 
sible par Fexposant de la même variable dans la 
binôme , et donne pour quotient un nombre entier 
positif. 

Soit, par exemple, proposé^'intégrer te quantité 
différentielle 

4 

(a -+• bx')^x^dx. 

Je vois queVexposant 3 de la variable hors du binô- 
me étant augmenté d'une unité devient 4 , qui est 
exactement divisible par l'exposant 3 delà variable 
dans le binôme ; et que le quotient est un nombre 
entier positif J'en conclus que la différentielle pro- 
posée est intégrable ; et que pour c^tenir cette 
intégrale cherchée , il n'y a qu'à faire le binôme 
u + bx* égal à une nouvelle variable. En effet, si 
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Yon suppose a Hh bx*:=y, et que Ton fasse les ope- 
Talions indiquées, on trouvera , abstraction faite 
de la constante 3 

X[Jj(a + i;cO — fa]- 

86. Lorsque les quantités différentielles à une 
seule variable ne sont pas comprises dans la règle 
que nous venons d'e:q>liquer , ou dans les cas qui 
en dérivent comme on vient de le voir, on tâche 
de les y ramener par diverses transformations. 
Lorsqu'on ne peut y réussir, on réduit les expres- 
sions proposées en séries , qui forment des suites 
infinies de monômes, et Ton intégre ainsi par ap- 
proximation. 

Soit maintenant proposé dHntégrer dz cos z. 
Je dis que Ton aura 

fdz cos z = sin z -f- C, 

c étant la constante (pi'on doit ajouter - à toute 
intégrale. 

En effet, en di£fêrentîant sin z + C , suivant la 
règle prescrite (65), on aura dz cos z; donc réci- 
proquement l'intégrale A^ 

m 

-i dzcQ^z .^t sin z + C. 
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€t par conséquent dy et dz comme finUe$« J^àtoral 

Je dififêrentîe maintenant cette quantité en fki- 
eant yarier jc, y y z, et j'ai 

Zxydx 4- x'ify + ajcz(/jc -|- x*dz + X(/x. 

Je retranche cette difierentielle de la proposée et 
il me reste ;^*c^. Je prends donc Fintégrale de 

cette dernière quantité, c'est *^ y que Rajoute à ce 

que j'ai déjà trouvé , et)'âi pour Fintégrale complète 

laquelle étant différentiée , redonne enefifetla quan* 
tité difierentielle proposée. 

89. Puisque. les quantités difTerentielIes sont 
elles-mêmes susceptibles de difTérentiatîon , les 
fonctions ^ns lesquelles il se trouve des dififéren- 
tielles secondes, troisièmes, etc. peuvent se trou- 
ver susceptibles d'intégration. Soit, par exemple , 
proposé d'intégrer la quantité difierentielle du se- 
cond ordre; 

dx* + xddx H- addx — dy% 

dans laquelle dy soit considérée comme constante* 

£n suivant ce qui vient d'être dit ci-dessus, c'est* 

a 
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à-dire i en intégrant comme si ddx seule •ëtàit va- 
riable , achevant l'opération et complétant l'inté- 
grale par l'addition dHme constante C<fyy du même 
ordre que les autres quantités de la formule , nous 

aurons 

xdx+adx — ydy+Qdyj , 

quantité difierentielle qui intégrée de nouveau^ 

donne 

i x*H- ax — ijK*+ Cy + C^ 

Notis ne nous étendrons pas davantage sur les 
f)rincipes du calcul intégral; ce que nous venons 
de dire suffît à notre objet. Nous nous bornerons 
donc à un petit nombre d'applications, renvoyant 
pour le surplus de cette vaste science , aux ouvrages 
des savans auteurs qui en ont traité ex prq/esso. 

90. Soitproposé de trouver rairè de la courbe 

dont V équation est 

I 

» 

en supposant pour plus de simplicité les coor^ 
données rectangulaires^ 

Pour trouver l'aire d'une courbe, nous la con- 
sidérons comme formée ^ en croissant continuel- 
lement par l'addition successive des petits trapèze^ 
mixtilignes, compris entre les ordonnées consécu'- 
tives qui répondent aux accroissemens infiniment 
petits de Tabscisse ; de sorte que le dernier de cçs 

8 



\ 
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petits trapèzes est la diflfêrentielle de l'aire cher-' 
chée, et celle-ci, l'intégrale de cette difiërentielle. 

Nommant donc Zl'aire cherchée, dZ sera la va- 
leur du dernier petit trapèze mixtiligne. 

Or d'un autre côté , si nous négligeons le petit 
triangle mixtiligne compris entrée l'arc de la courbe 
€t les petites lignes dxy dy^ lequel est visiblement 
infiniment petit à l'égard de ce trapèze , l'aire de 
celui-ci se réduira au rectangle qui a pour base 
y et pour hauteur dx^ c'est-à-dire, kydx. 

Donc pour toute courbe nous aurons l'équation 

impar&ite 

dZ =^ydx^, 

et par conséquent aussi 

Z=:fydx (A). 

Mais dans le cas^présent, nous avons par faypo^ 

thèse 

I 

substituant cette valeur de^ dans l'équation (A)^ 
nous aurons la nouvelle équation imparfaite 

T 

dZ=:{x^a)'"dXy 
laquelle étant intégrée donne 
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équation qui étant dégagée de tooîe con^bdération 
de l'infini y est rigoureusement exacte. 

91 . Sbit proposé de rectifier la courbe qui a 
pour équation 

en supposant les coordonnées rectangulaires. 

Pour rectifier une courbe, nous la considérons 
comme un polygone d'une infinité de côtés, et 
nous la supposons formée , en croissant cxxûlSr 
nuellement par l'addition successive de ces petits 
côtés, à mesure que l'abscisse augmente elle- 
même ; de sorte que le dernier de ces petits côtés 
est la dififérentielle de l'arc cherché, et ceUe-d 
l'intégrale de cette difierentielie. 

Nommant donc s l'arc cherché, {/^ sera le 
dernier des petits côtés du polygone ; et comme 
ce petit côté est l'hypoténuse du triangle qui a £2pc 
et dy pour ses autres côtés , on aura pour toute 
courbe, l'équation impàr&ite 

ds:=^\/dx^+dy^l 

je dis équation imparfaite, parce qu'en considé- 
rant la courbe comme un polygone d'une infinité 
de côtés , on commet une erreur , mais cette 
erreur peut être supposée aussi petite qu'on le 
veut î donc on a aussi l'équation imparfiute 

« =/ y/dx^-^dy^ (A). 
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Mais daDS le cas présent nous avons par hypo't 
thèse 

d'où l'on tire 

a 

et en dififéreotmot 

donc 

Sid)stituant cette valeur de dic^ dans la formtde(A)> 
nous aurons 



.=/<fy(g+.)n 



exècutaut l'opération indiquée et ajoutant une 
constante y on aura 

équation qui étant dégagée de toute considération 
de l'infini , est rigoureusement exacte. 

• 

92. Sait proposé de trouver le volume d[C 
paraholoïde formé par la rotation autour de 
son axe, de la parabole ayant pour équation 

yy — px, 

p exprimant le paramètre. 
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Pour trouver le volume d'uncorpsi nous le 
considérons comme formé en croissant conti- 
nuellement par Taddition successive des tranches 
infiniment minces , comprises entre les sections 
perpendiculaires à Faxe , qui répondent aux ac- 
croissemens infiniment petits consécutiÊ de Fabs^ 
cisse; de sorte que la dernière de ces tranches 
est la dijQerentielle du volume cherché^ et celui-ci 
l'intégrale de cette diflFéréntielle. 

Nommant donc V le volume cherché, dV sera 
la valeur de la dernière trancbis. 

Or, d'un autre côté, en négligeant les onglets 
compris entre la sur&ce extérieure du corps pro- 
posé et le petit prisme qui a pour base là plus 
petite des bases de la tranefae ,. lequel est évi-^ 
demment infiniment petit à Tégard de cette tran-t 
che, celle-ci se réduira à cette plus petite base 
multipliée par sa hauteur ^^ Poncen nommant k 
cette base , on a pour tous les corps cette équar 
tibn imparËdte 

dVz=kdXy 
et par conséquent aussi ' 

y=:fkdx .-..(A). 

Cela posé, dans le cas présent il s'agit d'un solide 
de révolution , et k est un cercle qui a pour rayon jrj 
dcWc en nommanti^ar le rapport de la circonférencet 
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.«a diamètre, cm aura 

donc l'équation impar£dte (A) deyiait 

yznf^-dx ..(B); 

mais ptir hypothèse nous ayons ^*=:/7X, donc 

ou en efifectuant Topération indiquée 

ou 

équation qui étant entièrement dégagée de toute 
considération de Tinfini, est parËdtement rigou- 
reuse. 

Four déterminer C, il feut fixer le point d'où 
Pon veut partir pour le volume cherché. Si l'on 
veut partir du sommet de Paxe, par exemple^ 
on aura x=o et y=o^ donc alors Cssso, et 
la formule se réduira à 

c'est-à-dire , que le volume cherché sera égal au 
produit de la base my^ par la moitié \x de la 
hauteur. 

gS. Soit proposé de trouver le centre des 
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moyermes distances , ou centre degremté d'une 
pyramide. 

Pour avoir la distance du centre de gravité de 
piqsieurs corps à un plan donné, il Êiut multi- 
plier la masse de chacun de ces corps par sa 
distance au plan donné, et diviser le tout par la 
somme des masses. 

' Cela posé y concevons du sommet de la pyra- 
mide au centre des moyewies distances de sa 
base «ne ligne droite \ il est clair que le centre 
cherché des moyennes, distances de la pyramide 
sera dans cette droite : il rçste donc à savoir 
quelle est la distance de pe centre à, \^ base de 
cette pyramide, et c'est ce que nous devojts 
trouver d'après le principe, établi ci-dessus. 

Pour cela , je nomme H la hauteur de la pyra- 
mide , B sa base et x la distance du sommet à 
l'une quelconque des coupes &ites parallèlement 
à cette base. 

X venant à augmenter de dx^ la petite tranche 
qui répondra à cette au^entatîon sera la dififê-- 
rentielle du volume de la pyramide. 

Or, comme les sections parallèles à la base 
sont proportionnelles aux carrés des distances au 
sommet , la section correspondante à la hauteur x 

sera ^^ jc*, et le volume de la tranche, en né- 

- glig^ant r^nglet comme infiniment petit relative- 
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ment à cette tranche , sera par. eonaéqaent 
donc son moment relativement à la base sem 

r 

donc c'est la somme de ces momens ou llnté^ 
grale de cette quantité dififêrentielle , qu'il faut 
diviser par le volume de la pyramide pour avoir 
la distance cherchée du centre des moyennes 
distances de la pyramide à la base ; ç'est-4-dire, 
que si Ton nomme Y cette dbtance^ on aura 
l'équation imparfidte * 



J H» 



jù^dx 



OU en exécutant les opérations indiquées et ré* 
duisant 

équation qui ne contenant plus de quantités infi- 
nitésimales , est rigoureusement exacte. 

Pour achever la solution il faut déterminer les 
constantes C, C j or comme il s'agit de la pyra-. 
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aide entière, il feut d'abord supposer a:» o, 
alors les deux intégrales deviennent aussi cha- 
cune o, on a donc C=o, C'=20 : doncl'équar 
tion se réduit à 

et Élisant jc sa H on a pour la pyramide entière 

Y=:iHî 

c'est-à-dire, que le centre cherché des moyennes 
distances de la pyramide , est sur la droite menée 
du sommet au centre des moyennes distances de 
la base, et au quart de cette ligne à partir de 
cette même base» 

94. Soit proposé de trouver Inéquation de 
la courbe dont la sous-tangente est à rabscisse 
dans un rapport donné, c^est-à-dire que x étant 
rabscisse, la sous^tangente soit mx où m est 
supposée constante. 

L'expression générale de la sous^angente dans 
une courbe quelconque dont les cocnndoiîiiécs 

dx du 

sont X ti y tsty j-y c'est-à-dire, que y j- dîflG^re 

infiniment peu de la sous-tangente. Nous ayons 
donc dans le cas présent l'équation imparÊdte 

dx 



iùH CHAPITRE 11^ 

d'où je tire 

dy dx 
y *"" mx^ 

et en intégraût 

logj< = ^logx + loga, 

a étant une constante. 
Multipliant par m ef réduisant , on aura 

logj^"'=Iogx + loga'", 
ou 

logjr*'=loga"x, 
ou enlSn 

équation qui étant dégagée de toute considération 
de l'infini , est rigoureusement exacte. 

DU CALCUL DES VARIATIONS. 

95. Le calcul des variations est l'une des 
plus brillantes conceptions de notre immortel 
Lagrange. L'objet principal de ce calcul est de 
résoudre d'une manière générale les fameuses 
questions de maximis et minimis^ qui occu- 
pèrent si long-temps les premiers géomètres de 
l'Europe , peu après l'invention du calcul infini- 
tésimaL 

Euler avait déjà traité ces questions avec sa 
profondeur et sa clarté ordinaires, dans un ou- 
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rrage à part, intitulé : Methodus inveniendi 
lineas curças maximâ minimâve proprietate 
gaudentes. Mais c'est à Lagrange, qu'on doit 
l'algorithme qui a donné à cette belle théorie 
un caractère propre , et une marche uniforme 
et simple autant que possible. 

Dans les questions ordinaires de maximis et 
Tninknis^ il s'agit de trouver les valeurs déter- 
minées qu'on doit attribuer aux diverses variables 
qui entrent dans telle ou telle fonction finie pro- 
posée de ces mêmes variaHefs , pour que cette 
fonction ^obtienne la plus grande ou la plus petite 
valeur possible. 

Bans le calcul des variations , au contraire , 
ce sont les relations même qui existent entre 
les variables , qu'il s'agit de trouver, c'est-à-dire, 
les équations qui doivent avoir lieu entre ces 
Tariables , pour satisËiire à la condition du maxi-- 
mura ou du minimum* Dô plus la fonction qui 
doit être un m^dximum. ou un minimum^ n'est 
pas , comme dans les questions ordinaires , uni^ 
quement composée de quantités finies, mais elle 
doit être l'intégrale seulement indiquée, d'Une 
fonction dififérentiellè qui n'est pas susceptible 
d'intégration. 

96. Qu'il soit question, par exemple, de tracer 
ieiur un plan , j%; 9 , entre deux points donnés A, D, 
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une courbe telle , que AK étant Taxe et DK For- 
donnée menée du point D perpendiculairement 
à cet axe, l'aire comprise entre la courbe et les 
coordonnées AK , DR , soit un maximum parmi 
toutes les courbes de même longueur. 

Quoique ce problème appartienne à la théorie 
générale des maximds et minimis y on* voit ce- 
pendant qu'il est d'une nature bien différente 
de ceux dont nous ayons parlé (75), car il ne 
s'agit point ici de trouver les valeurs détermi- 
nées AK, DK de x tt y qui satisfassent à 4a 
question proposée ; puisque ces valeurs sont déjà 
données ; mais il s'agit de trouver la nature 
même de cette courbe , c'est-àniire , l'équation 
générale qui doit avoir lieu pourtous ses points 
entre les coordonnées. 

L'aire comprise entre cette courbe , quelle 
qu'elle puisse être , et les coordonnées extrêmes 
AK,DK, ^%tfydx: c'est donc cette intégrale 
simplement indiquée, qui doit être un maximum. 
Ainsi dans cette espèce de questions, c'est, coïnme 
nous l'avons dit ci-dessus, l'intégrale d'une cer- 
taine quantité différentielle non intégrable, qui 
doit être un maximum, et il s^git de trouver 
la relation qui doit exister entre les variables 
pour satisfaire à cette condition. 

97^ Cependant le principe général est toujours * 
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le même que pofir les questions ordinaires des 
maximis et minimis; c'est-à-dire, que quand 
la quantité qui doit devenir un maximum^ par 
exemple, est parvenue à ce terme, elle ne peut 
plus augmenter. En approchant de ce terme, elle 
augmente de moins en moins , jusqu'à ce qu'elle 
l'ait atteint; alors elle devient comme station^^ 
naire, pour commencer ensuite insensiblement 
à diminuer; de sorte qu'à cet état de maximum^ 
la quantité peut être considérée conmie constante, 
ou ayant pour diflërentielle o, quelque celles des 
quantités variables dont elle est fonction ne le 
soient pas. Donc si la forme de la courbe venait 
à varier infiniment peu pour -de venir AMT?î'D,)et 
qu'on désignât les nouvelles coordonnées par 
x\y' ; V^irQ/fdx' pourrait être considérée comme 
égale à fydx ; ou, ce qui revient au même, l'ac- 
croissement que prend ^(/x pour devenir /y '(/x' 
doit être supposé égal à o, lorsque la relation 
de jc à jr est celle qui convient au maximum 
cherché. Or c'est cet accroissement qu'on nomme 
la variation àtfydx^ comme on va le dire. 

98. Soit donc AM'N^R'D une courbe quel- 
conque infiniment peu difierente de la première : 
si l'on considère cette nouvelle courbe , comme 
la courbe même AMNRD, qui subit une trans- 
formation infiniment petite , nous pQurroos. re- 
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garder chaque point M' de latriuasibrmee) comme 
mi point M de l'autre qui a passé de M en M^, 
de sorte que chacua des points de la nouvelle 
courbe a son correspondant dans la prennère. 
Cela posé, Taccroissement que reçoit dans co 
cha^jigen^ent chacune -des quantités qui entrent 
dans le système , lorsqu'il passe de son premier 
état au second, se nomme variation de cette 
quantité. Ainsi, par exemple , la yariatîoti de MP 
estM'F — MP, celle NQ est N'Q'— NQ, ceUe 
de la courbe entière est 

AMWRD — AMNRD, 

■ 

celle de sa surËice est 

AMWR'DKA — AMNRJDKA , 

ainsi des autres. 

99* Quoique la yariation dHine quantité , soit 
la différence de deux valeurs infiniment peu dif- 
férentes de la même quantité^ il ne faut pas la 
confondre avec sa différentielle : car celle-ci est 
la différence de deux valeurs consécutives prises 
6ur la même courbe, au lieu que la variation 
est la difierence des deux valeurs prises d'une 
courbe à l'autre : ainsi, par exemple, la différen- 
tielle de l'abscisse est AQ — AP, tandis que sa 
variation est AP' — APj la diOerentielle de l'or^^ 
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dp&aée est NQ--*MP^ tandis que sa variation 
est MT' — MP^etc. 

Pour ne pas coiifondre ces deux espèces de 
dififêrences, on désigne la nouvelle espèce, c'e^t-à- 
dire, la variation, par la caractéristique cT, tandis 
que la difierentieUe a pour caractéristique d^ 
AinsiPQ=(/x, tandis que PP'=Jjc, NQ— ■MP=(/j, 
tandis que M'P' — MP = jy , etc. 

Lorsqu'on passe du point M au point N sur 
la première courbe^ .on passe du point M^ au 
point N^ sur la seconde : ainsi PQ étant la dif- 
férentielle de x^ c'est-à-dire, la quantité dont x 
augmente, lorsqu'on passe de M à N; P'Q' sera 
là difierentieUe de AP% c'est-à-dire, la quantité 
dont AP' ou X + S'x augmente en même temps. 
De même N'Q' — M'F est la différentielle de 
MT'ou de j^+jy. 

10p. Les variations ne sont, ainsi que les dif^ 
férentielles, introduites dans le calcul que conune 
de simples auxiliaires, pour aider à découvrir 
la relation qui doit réellement exister entre les 
coordonnées de la première courbe. Il faudra 
donc s'attacher à éliminer toutes ces variations , 
après les avoir introduites , afin qu'il ne reste plus 
que la relation cherchée entre les coordonnées ; 
ou si l'on veut, entre ces coordonnées d'abord et 
leurs difierentielles , et ensiute par voie d'inté*. 
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gration du aatrement, entre les seules ordonnées 
et les constantes qui composent le système des 
quantités désignées. 

lo 1 . Nous avons déjà remarqué que les cotth- 
binaisons dé Fanal jse en général , sont fondées 
sur les divers degrés d'indétermination dont 
jouissent les quantités mêlées ensemble dans un 
même calcul. On en a ici un nouvel exemple^. 
Car les variations sont des quaiitités encore plus 
indéterminées que les différentielles, déjà elles^ 
mêmes, comme on l'a vu, plus indéterminées que 
les simples variables. 

En effet, lorsque Pon conçoit que la nature 
d'une courbe vient à changer infiniment peu, 
on regarde toujoiirs la première courbe comme 
un terme fixe , auquel on la rapporte dans ses 
divers états successifs. Les petits changemens 
opérés s'expriment par le moyen des variations 
que subissent les coordonnées et autres quantités 
du système , et ces variations peuvent être sup- 
posées aussi petites qu'on le veut, sans riôa 
changer au système désigné, tandis que celui qui 
est donné par les variations, est un système auxi- 
liaire , qui s'approche continuellement du premier, 
jusqu'à en différer aussi peu qu'on le veut. 

Les différentielles sont assùjéties à la loi pres^ 
crite pttr la relation des coordonnées , au lieu xjùé 

la 
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la loi <[uiUe ks variations à ces coordonnées est 
arbitraire , d'où il suit que quoique les unes et 
les autres. soient de simples auxiliaires, ces der- 
uières sont plus indéterminées que les premières, 
puisqu'elles pourraient changer encore, quand 
même on regarderait cellesK^i comme fixes. 

lOâ. Si Ton suppose que * soit Tune des va- 
riables, et x' la quantité infiniment peu différente 
qui lui correspond dans lé nouveau système , 
Xx' — x) sera la quantité infiniment petite dont 
"de aura augmenté pour devenir x% et paf^ consé- 
quent ce que nous avons appelé la variation de 
X , ou cTx. Il est donc évident que pour trouver 
la variation d'une fonction quelconque de :c, il 
n'y aura qu'à y substituer ( ix H- J^x ), au lieu de 
bc , puis en retrancher la première fonction ; pro- 
cédé qui étant absolument le même que celui 
de la dififêrentiation , montre qu'il n'y a de dif- 
férence entre la variation et la différentielle , que 
dans la caractéristique qui est J" pour la première, 
et d pour la seconde- \ 

io3. Les règles étant entièrement les mêmes 
pour lès deu:s calculs, sauf les bara6téristiques , 
il est -clair que la variation de dx est cTc&c , et 
que réciproquement la différentielle de ^x est 
dJ^X. Mais avec un peu d'attention , nous recoa-: 

9 
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naîtrons facilement que ces deux quantités ^dx 
et dS^ sont les mêmes et ne difiB^rent que par 
leurs formes , c'est-à-dire , qu'on a nécessairement 

â'dx=^dS^x. 

• 

En. effet, nous avons quatre systèmes dequan* 
tités à comparer, savoir , i*. le système qui répond 
au point M ; o!*. le système qui répond au point N 
^t auquel on passe du premier par différentiation; 
5"*. le système qui répond au point M' et auquel 
on passe du premier par variation ; 4*. le système 
qui répond au point N' et auquel on passe, soit 
du second répondant au point N par variation, soit 
du troisième répondant au point M' par diSerejot* 
tiation. 

Or la valeur de la variable qui répond au pre< 
mier de ces quatre systèmes, c'est-à-dire, au 
«ystème désigné est x par hypothèse, celle qui 
répond au second est (x + (fx); celle qui répond 
au troisième est {x + cTx) , et enfin celle qui répond 
au quatrième est, suivant la route qu'on prend 
pour y parvenir, ou 

(x -H Jx) 4- <f (^c + die) , 
ou 

(a: + cTx) H- rf (jc + S'x). 

Ces deux dernières quantités expriment donc.|a 
même chose; savoir, la valeur de la variable x 
dans le quatrième système , ces deux quantités sont 
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^nc égales, c'est-à-dire, tpi'on a 

à 

exécutant les opérations iûdiqaées , on aura 

et réduisant 

^dx = dH. 

C'est-à-dire, que la variation de la différentielle 
d'une quantité quelconque y est toujours égale 
à la différentieïle de la variation : proposition 
qui est l'un des principes fondamentaux du calcul 
des variations. 

io4. Un autre principe qui dérive du premier 
et qui est également fondamental , est que la va- 
riation de r intégrale d'une quantité quelconque 
différentielle , est égale à l'intégrale de la va-, 
riation ; c'est-k^àke y qu'en général, 

P exprimant ime fonction quelconque difiPérentielle 
de diverses variables; telles que Xyj^y z, etc. et de 
leurs différentielles. 
£n efiet , soit 

en différentiant on aura 

P = ifU, 
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et prenant les yariations 

ou, d'après le principe établi dr-dessus, 

intégrant alors on aura 

ou répétant pour U sa valeur , 

/<rp = jyr. 

io5. Maintenant soit proposé de trouver h- 
variation d^une formule intégrale indéfinie /Vdx; 
c'est-à-dire, de trouver ifYdx^ ou plutôt de 
donner à cette expression une forme qui la dis- 
pose à être dégagée du signe auxiliaire cT, lequel 
est toi^ours celui qu'on doit tendre à Êdre dispa- 
raître le premier. 

iD'après le second principe fondamental , bou^ 
aurons, 

^fVdxz=:f^(Vdx) =fdx^y^f\^dXy 

ou par le premier principe ; 

mais 

dÇV^x) = dVJ'X'^ydJ:x, 



I 
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ou en mtégrant et transposant 

Substituant cette valeur dè/YtW» dans Téqua-- 
tion (A) , elle deviendra 

J/Ydx = YJ^x ^fdxSY^fd^^X:^ 
ou 

équation que suivant la nature de la foncdoti Y^ -^ 
on achèvera de dégager du signe cT de la variation, 
ce qui ramènera le problème aux procédés, ordi-- 
naires des calculs di£fêr^tiél et intégral: 
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Des Méthodes par lesquelles on peut suppléer 

à V analyse infinitésimale. 

io6. Il estplusieurs manières de résoudre lesques- 
tiens qui sont du ressort de l'analyse infinitésimale ; 
et quoiqu'il n'y en ait aucune qui paraisse réunir 
les mêmes avantages , il n'en est pas moins inté- 
ressant de connaître quels sont les diôerens points 
de vue sous lesquels les principes de cette théorie 
peuvent être envisagés : c'est pourquoi je me pro- 
pose ici de jeter un coup d'œil sur les diverses 
méthodes qui s'y rapportent, et qui même pour- 
raient la suppléer. 

DE LA MÉTHODE D^EXHAUSTION. 

107. La méthodad'exhaustîon était celle dont 
se servaient les anciens dans leurs recherches 
difficiles^ et particulièrement dans la théorie des 
lignes fet surfaces courbes, et dans l'évaluation des 
aires et des volumes qu'elles renferment Comme 
ils n'admettaient que des démonstrations parÊiite- 
ment rigoureuses, ils ne croyaient pas pouvoir 
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se permettre de considérer les courbes comme de» 
polygones d'un ^and nombre de côtés ; mais lors-» 
qu'ils voulaient découvrir les propriétés de l'une 
d'entre elles , ils la regardaient conmie le terme 
fixe dont les polygones inscrits et circonscrits, 
approchent continuellement et autant qu'on le , 
veut, à mefsure qu'on augmente le nombre de leurs 
côtés. Par là ils épuisaient en quelque sorte l'espace 
compris entre ces polygones et la courbe, ce qui, 
sans doute, à fait donner à cette marche le nom 
de méthode d^exhaustion. ' 

Comme ces polygones terminés par des lignes 
droites étaient des figurés connues , leur rappro- 
chement continuel de la couii)e donnait de celLe-<3î 
une idée de plus en plus précise , et la loi de con- 
tinuité servant de guide, on pouvait enfin parvenir 
à la^ connaissance exacte de ses propriétés. 

Mjais il ne suflBsait pas aux géomètres d'avoir 
recoimu et comme deviné ces propriétés; il fallait 
les vérifier d^une manière incontestable , et c'est 
ce qu'ils faisaient en prouvant que toute suppo- 
sition contraire à Texistence de ces mêmes pro- 
priétés , conduisait nécessairement à quelque con- 
tradiction; c'est pourquoi ils nommoient ce genre 
de démonstrations, réduction à F absurde. 

io8L C'est ainsi qu'ayant d^id^ord établi que les^ 
aires des polygones semblables , sont entre eu& 
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comme les carrés de leurs lignes homologues, lia 
en ont conclu que les cercles des differcns rayons 
sont entre eux comme les carrés de ces rayons r ^ 
ce qui est la seconde proposition du douzième 
liyre d'EucIîde. L'analogie les a conduits à cette 
conclusion, en imaginant dans ces cercles, des 
polygones réguliers inscrits d'un même nombre 
de côtés. Car, comme en augmentant tant qu^>n 
veut le nombre de ces cotés , leurs aires demeurent 
toujours entre elles comme les carrés dés rajons 
des cercles circonscrits, ils ont facilement aperçu 
que la mê9ie chose devait nécessairement avoir 
lieu, pour les cercles même dont ces polygones 
approchent de plus en plus , jusqu'à en difierer 
aussi peu qu'o& le veut; mais cela ne suffisait pas; 
il fallait démontrer rigoureusement que la chose 
était réellement ainsi; et c'^est ce qu'ils ont Eût, en 
montrant que toute supposition contraire &it né- 
oessairepient tomber dans une absurdité. 

Les anciens ont démontré de la même manière^ 
que les volumes des sphères sont entre eux comme 
\es cubes de leurs diamètres ; que les pyramides . 
de même hauteur sont comme leurs bases , que 
le cône est le tiers d'un cylindre de même base 
et de même hauteur. 

Souvent pour mieux discuter leur objet, les 
anciens faisaient intervenir tout à la fois comme 
auxiliaires , les polygones inscrits et les. polygones . 
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circonscrits , qu'ils comparaient les uns aux autres. 
Par là ils resserraient de plus en plus la courbe 
compris^ entre ces figures reetilignes , et saisis*? 
saient plus facilement les propriétés de cette gran- 
deur moyenne. 

109. Ils en usaient de même à l'égard des 
surfaces courbes et des volumes des corps. Ils les 
imaginaient tout à la fois inscrits çt circonscrit» 
à d'autres surfaces , dont ils augmentaient graduel? 
lement le nombre des cotés et des zones, de ma- 
nière à resserrer de plus en plus entre les unes 
et les autres, la surface proposée. La loi de conr 
tinuité leur indiquait encore les propriétés de cette 
figure moyenne, et ils les vérifiaient parla réduction 
à l'absurde , en s'assi^rant par une démonstration 
rigoureuse , que toute supposition contraire me- 
nait infailliblement à quelque contradiction. 

C'est de cette manière qu'Archimède a démontré 
que la surface convexe d'un cône droit, est égale, 
à l'aire du cercle qui a pour rayon la moyenne 
proportionnelle, entre le côté du cône et le rayon 
du cercle de la base; que l'aire totale de la sphère 
est quadruple d'un de ses grands cerclés , et que ; 
celle d'une quelconque de ses zones , est égale à 
la circonférence du grand cercle , multipliée par 
la hauteur de eett^ zone. 

C'était encore par la réduction à l'abaurdei qw 
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Mes anciens étendaient aux quantités încommensti* 
râbles les rapports qu'ils avaient découverts entre 
les quantités commensurables. Cette doctrine est 
certainement très-belle et très-précieuse; elle porte 
avec elle le caractère de la plus parfaite évidence, 
et ne permet pas qu'on perde son objet de vue : 
c'était la méthode d'invention des anciens^ elle 
est encore très -utile aujourd'hui, parce qu'elle 
exerce le jugement, qu'elle accoutume à la rigueur 
des démonstrations , et qu'elle renferme le germe 
de l'analyse infinitésimale. Il est vrai qu'elle exige 
quelque contention d'esprit; mais la méditation 
n'est-elle pas indispensable à tous ceux qui veulent 
pénétrer dans la connaissance des lois de la nature^ 
et n'est-«il pas nécessaire d'en contracter l'habitude 
de bonne heure , pourvu qu'on n'y sacrifie pas 
un temps trop considérable? 

iio. En observant avec attention les procédés 
de cette méthode d'exhaustion , on voit qu'ils se 
réduisent toujours à faire intervenir des quantités 
auxiliaires dans la recherche des propriétés ou des 
relations de celles qui sont proposées : celles-ci 
sont considérées comme les termes extrêmes dont 
les premières sont supposées s'approcher conti- 
nuellement, et la loi de continuité qu'elles suivent 
dans ce rapprochement, indique les modifications 
par lesquelles on peut passer des propriétés con-^ 
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nues de ces auxiliaires , aux propriétés jusqu'alors 
inconnues des quantités proposées. 

Cest ainsi qu'on applique la méthode d'exhaus- 
tion à la recherche des propriétés des courbes,' 
au moyen des polygones inscrits et circonscrits, 
qui sont des systèmes auxiliaires de quantités con- 
nues, lesquels se rapprochant graduellement de 
la Courbe proposée, font connaître par la loi de 
continuité qu'elles observent dans ce rapproche- 
ment , et par leur analogie qui devient de plus en 
plus intime avec cette courbe , les aflfections et pror 
priétés de cette dernière. 

111. La méthode d'exhaustîon a donc essen- 
tiellement le même but, et suit dans sa marche 
les mêmes principes que l'analyse infinitésimale. 
C'est toujours le même système auxiliaire de quan- 
tités connues; lié d'un part à celui que l'on cher- 
che à connaître , tandis que d'une autre part, il 
reste à ce système assez d'arbitraire pour qu'on 
puisse à volonté le rapprocher par degrés du sys- 
tème proposé; ce qui fait connaître par induction 
les relations cherchées. Il né reste plus alors, qu'à 
constater la certitude de ces relations , et c'est ce 
qu'on obtient par la réduction à l'absurde. 

112. Newton fit faire à cette doctrine un 
grand pas vers la perfection , au moyen de sa 
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théorie des premières et dernières raisons^ qbî 
sont précisément celles que Mt comi^dtre la loi 
de continuité dans le rapprochement graduel da 
système auxiliaire avec le système désigné. Par 
cette nouvelle théorie, il étendit les principes 
de la méthode d'exhaustion, et simplifia ses pro- 
cédés y en la débarrassant de la nécessité qu'elle 
«'était imposée, de constater toujours par la ré-' 
duction à l'absurde, l'exactitude des relations 
qu'elle parvient à découvrir, et en prouvant que 
ces relations sont suffisamment établies, par le 
mode même employé pour les obtenir» C'est ce 
qu'annonce en efiet Newton, en temiinant Fex- 
posé de cette théorie, ccl'ai commencé, dit-il, 
» par ces kmmes , pour éviter de déduire de 
7> longues démonstrations par l'absurde ^ selon la 
s> méthode des anciens géomètres. y> 

Ce grand homtme fit faire dans la suite , qtt 
second pas bien plus considérable encore à cette 
doctrine , en réduisant sa méthode des premières 
et dernières raisons elle-même , en un algorithme 
régulier , par son calcul des fluxions. Au moyen 
de ce calcul, il introduisit dans l'analyse algé- 
brique , non pas seulement ces premières et 
dernières raisons, mais encore leurs termes sé- 
parément pris, c'est-à-dire, isolément le numé- 
rateur et le déncmiinateur de la firaction qui 
représente chacune d'elles; modification do la 
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^\us haute importance, à cause des rioureaux 
moyens de transformatîoii qu'elle fournit. C'est sur 
quoi nous reviendrons pliis loin : mais Newtoa 
n'eut pas seul cette gloire, il la partagea avec 
Iiéibnitz, qui même eut l'avantage de publier son 
lalgorithme le premier , et qui ayant été puissant 
ment secondé par d'autres géomètres célèbres 
qui embrassèrent aussitôt sa méthode, lui fit faire 
avec eux des progrès beaucoup plus rapides, 
que ne put en faire, dans le même temps, le 
calcul des fluxions. 

DE LA METHODE DES INDIVISIBLES. 

11 5. Cavalerius fut le précurseur des savans 
auxquels nous devons l'analyse infinitésimale; il 
leur ouvrît la carrière par sa Géométrie des 
indivisibles. 

Dans la méthode des indivisibles^ on considère 
les lignes conmie composées de points, les sur- 
faces comme composées de lignes , les volumes 
comme composés de surfaces. 

Ces hypothèses sont absurdes certainement, 
et l'on ne doit les employer qu'avec circonspec- 
tion ; mais il faut les regarder comme des moyens 
d'abréviation, au naoyen desquels on obtient 
Ipromptement et facilement, dans beaucoup de 

cas , ce qu'on ne pourrait découvrir que par d« 
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procédés longs et pénibles, en suivant stricte* 
ment la méthode d'exhaustion. S'agit -il, par 
exemple, de montrer que deux pyramides de 
même base et de même hauteur sont aussi de 
mêmes volumes ? On les regarde comme cougi^ 
posées l'une et l'autre d'une infinité de surface^ 
planes également distantes, qui en sont les élé- 
mens : or comme ces élémens sont égaux chacun 
à chacun, et que leur nombre est le même de 
part et d'autre, on en conclut que les volumes 
des pyramides qui sont les sommes respectives 
de ces élémens, sont égaux entr'eux. 

1 14. Soit AB {fig. 10 ) le diamètre d'uu demi- 
cercle AGB, scHt ABFD le rectangle circonscrit, 
CG le rayon perpendiculaire à DF; soient de 
plus menées les deux diagonales CD , GF , et 
enfin par un point quelconque . m de la droite 
AD , soit menée la droite mnpg perpendiculaire 
à CG, laquelle coupera la circonférence au point 
7^, et la diagonale CD au point p. 

Concevons que toute la figure tourne autour 
de CG comme axe , le quart de cercle ACG en- 
gendrera le volume de la sphère dont le diamètre 
est AB, le rectangle ADCG engendrera le cylindre 
droit circonscrit, c'est-à-dire ayant même dia- 
.œètre , le triangle isocèle rectangle CGD engen- 
drera un cône droit ayant les lignes égales CG i 
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DG, pour hauteur et pour rayon de sa base; 
et enfin les trois droites ou segmens de droite 
mg^ ngy pg^ engendreront chacune un cercle 
dont le centre sera au point g. 

Or le premier de ces trois cercles est Félément 
du cylindre ) le second est l'élénient de la demi- 
sphère et le troisième celui du cône. 

De plus , les aires de ces cercles étant comme 
les carrés de leurs rayons , et ces trois rayons 
pouvant visiblement former Fhypothénuse et les 
deux petits côtés d'un triangle rectangle; il est 
clair que le premier de ces cercles est égal à la 
somme des deux.autres: c'est-à-dire, que l'élément 
du cylindre est égal à la somme des élémens cor«^ 
respondans de la demi-sphère et du cône, et comme 
il en est de même de tous lés autres élémens , 
il s'ensuit que le volume total du cylindre, est 
égal à la somme du volunie total de la demi* 
sphère et du volume total du cône. 

Mais on sait d'ailleurs que le volume du cône 
est le tiers de celui du cylindre 3 donc celui de la 
sphère en est les deux tiers : donc le volume 
de la sphèf e entière est les deux tiers du volume 
du cylindre circonscrit , ainsi que l'a découvert 
Archimède. 

1x5. Cavalerîus avertit bien positivement, 
que sa méthode n'est autre chose qu'un corol*- 
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laire de la méthode d'exhaustion ; mais il avoue 
qu'il ne saurait en donner une démonstï*ation 
rigoureuse. Les grands géomètres qui le suivirent 
en saisirent bientôt l'esprit, elle fut en grande 
vogue panni eux , jusqu'à la découverte des nou- 
veaux calculs , et ils ne tinrent pas plus de compte 
des objections qui s'élevèrent contre elle alors , 
que les BérnouUi n'en ont tenu de celles qui se 
sont élevées depuis contre l'analyse infinitésimale. 
C'est à cette méthode des indivisibles que Pascal 
Bt Roberval durent le succès de leurs profondes 
recherches sur la cicloïde , et voici comment le 
premier de ces auteurs fianeux^ s'exprime à ce 
«ujet* 

« J'ai voulu faire cet avertissement , pour 
:» montrer que tout ce qui est démontré par les 
» véritables règles des indivisibles, se démon- 
» trera aussi à la rigueur et à la manière des 
y> anciens ; et qu'ainsi l'une de ces méthodes ne 
y> diffère de l'autre qu'en la manière de parler : 
^ ce qui ne peut blesser les personnes raison- 
7> nables, quand on les a une fois averties de 
» ce qu'on entend par là. Et c'est pourquoi je 
y> ne ferai aucune difficulté dans la suite d'user 
y> de ce langage des indivisibles , la somme des 
^ lignes ou la somme des plans; je ne ferai 
7) aucune difficulté d'user :de cette expression^ 

y> la 
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n la somme des ordoiméês y qui semble ne pas 
}» être géométrique , à ceux qui n'entendent pas 
» la doctrine des indivisibles , et qui s'imaginent 
» que c'est pécher contre la Géométrie, que, 
}» d'exprimer un plan par un nombre indéfini de 
» lignes ; ce qui ne vient que de leur manque 
y> d'intelligence, puisqu'on n'entend autre chose 
y^ par là , sinon la somme d'un nombre indéfini 
> de rectangles, faits de chaque ordonnée avec 
y> chacune des petites portions égales du dia- 
D» mètre, dont la somme est certainement un 
» plan. De sorte que quand on parle de la 
X somme d^une multitude indéfinie de lignes ^ 
y> on a toujours égard à une certaine droite, 
» par les portions égales et indéfinies de laquelle 
>l elles soient multipliées. 

» En voilà certainement plus qu'il n'était né- 
» cêssaire, pour faire entendre que le sens de 
y> ces sortes d'expressions, la somme des lignes , 
y> la somme des plans y etc. , n'a rien que de 
\ très-cooforme à la pure Géométrie. » 

116. Ce passage est remarquable, non-seule- 
ment en ce qu'il prouve que les géomètres savaient 
très-bien apprécier le mérite de la méthode des 
indivisibles, mais encore en ce qu'il prQuve quQ 
la notion de l'infini mathématique , dans le sens 
même qu'on lui attribue aujourd'hui, n'était point 

10 
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étrangère à ces géomètres ; car il est clair par ce 
qu'on vient de citer de Pascal, qu'il attachait au 
mot indéfini la même signification que nous atta- 
chons au mot infini^ qu'il appelait simplement 
petit ce que nous appelons infiniment petit , et 
qu'il négligeait sans scrupule ces petites quantités 
vis-à-vis des quantités finies : car on voit que 
Pascal regardait comme de simples rectangles les 
trapèzes ou petites portions de l'aire de la courhe 
comprises entre deux ordonnées consécutives , 
négligeant par conséquent les petits triangles mîx- 
tilignes qui ont pour bases les différences de ces 

\ ordonnées* Cependant personne n'a été tenté de 
reprocher à Pascal son défaut de sévérité. 
V Roberval emploie continuellement les exprès* 
siens même ^infini et d! infiniment petite dans 

' le sens qu'on leur donne aujourd'hui, et il dit 
formellement qu'on doit négliger les quantités 
infiniment petites vis-à-vis des quantités finies , 
et celles-ci vis-à-vis des quantités infinies. 

On savait donc dès ce temps-là que la méthode 
des indivisibles , et toutes celles du même genre 
qu'on pourrait imaginer, n'étaient autre chose que 
des formules d'abréviation, très-utiles pour éluder 
les longueurs de la méthode d'exhaustion ^ sans 
nuire en aucune manière à l'exactitude de ses 
résultats. 
^ Les géomètres cpii sont venus ensuite en 
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usaient de même depuis long-temps , lorsque les 
calculs différentiel et intégral furent imaginés- 
JI n'e^t donc pas étonnant que Leibnitz ne se soit 
pas attaché à démontrer rigoureusement un prin-» 
cipe qui était généralement regardé comme un 
axiome, tes objections ne se sont élevées contre 
ce principe que quand il a été réduit en algo- 
rithme , comme si l'on avait regretté que les routes 
scientifiques jusqu'alors si difficiles à parcourir, 
eussent été tout d'un coup aplanies et rendues 
accessibles à tout le monde. Je termine ces 
obserrations par un ou deux exemples. 

117. L'algèbre ordinaire enseigne à trouver 
la somme d'une suite quelconque de termes pris 
dans la série des nombres naturels ; la somme 
de leurs carrés , celle de leurs cubes . etc. , et cette 
connaissance fournit à la géométrie des indivi- 
sibles le moyen d'évaluer Taire d'un grand nombre 
de figures rectilignes et curvilignes, et les volumes 
d'un grand nombre de corps. 

Soit par exemple un triangle : abaissons de son 
sommet sur la base une perpendiculaire , parta- 
geons cette perpendiculaire en une infinité de 
parties égales y et menons par chacun des points 
de division une droite parallèle à la base , et qui 
soit terminée par les deux autres côtés du triangle. 

Suivant les principes de la géométrie des indi-^ 
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visibles, noQs pouvons considérer Paire du triante 
comme la somme de toutes les parallèles qui en 
sont regardées comme les élémens; or, par la, 
propriété du triangle, ces droites sont propor- 
tionnelles à leurs distances du sommet , donc la 
hauteur étant supposée divisée en parties égales y 
ces parallèles croissent en progression arithmé-* 
tique ou par différence, dont le premier terme 
est zéro. 

Mais dans toute progression par différence dont 
le premier terme est zéro , la somme de tous les 
termes est égale au dernier multiplié par la moitié 
du nombre de ces termes. Or ici la somme des 
termes est représentée par Faire du triangle, le 
dernier terme par la base, et le nombre des 
termes par la hauteur. Donc Taire de tout triangle 
est égale au produit de sa base par la moitié de 
sa hauteur. 

118. Soit une pyramide : abaissons une per- 
pendiculaire de son sommet sur la base, par-^ 
tageons cette perpendiculaire en une infinité de 
parties égales, et par chaque point de division 
faisons passer un plan parallèle à la base de cetta 
pyramide. 

Suivant les principes de la géométrie des indi- 
visibles , llntersection de chacun de ces plans par 
le volume de la pyramide sera un des élémens 
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'de ce Tolume , et celuî-ci ne sera autre chose que 
la somme de tous ces élémens. 

Mais par les propriétés de la pyramide, ces 
élémens sont entre eux comme les carrés de 
leurs distances au sommet. Nommant donc B la 
base de la pyramide , H sa hauteur^ b l'un quel^ 
conque des élémens dont nous venons de parler^ 
h sa distance au sommet et Y le yolume de la 
pyramide , on aura 

B: b :: H' : AS 

donc 

b=:^^h\ 

Donc y qui est la somme de tous ces élémens ^ 

B 

est égale à la constante ^ multipliée par la sonune 

des carrés A*; et puisque les distances h croissent 
en progression par difiFérence dont le premier 
terme est zéro et le dernier H, c'est-à-dire comme 
les nombres naturels depuis o jusqu'à H , les 
quantités h* représenteront leurs carrés depuis o 
jusqu'à H*. 

Or l'algèbre ordinaire nous apprend que la 
somme des carrés des nombres naturels depuis o 
jusqu'à H* inclusivement est 
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Mdis ici le nombre H étant infini, tous les termes 
qui suivent le premier dans le numérateur ^pa- 
raissent vis-à-yis de ce premier terme : donc 
cette somme des carrés se réduit à j W. 

Multipliant donc cette valeur par la constante 

jp trouvée ci -dessus, on aura pour le volume 
cherché 

c'est-à-dire , que le volume de la pyramide est le 
tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

On prouve par une marche semblable, qu'en- 
général Faire de toute couibe qui a pour équation 

wt ^3^.XY;Yreprésentantladernièreordonnée, 

X l'abscisse qui lui répond, m, n des exposans 
quelconques, entiers, fractionnaires, positiÊ ou 
négatifs. 

Ainsi la méthode des indivisibles supplée à cer- 
tains égards ai) calcul intégral ; on peut la regarder 
comme répondant à l'intégration des monômes , 
ce qui était certainement une grandç découverte 
du temps de Cavalerius. 

DE LA MÉTHODE DES INDÉTERMINÉES. 

< 

Il 9. Il me semble que Descartes, par sa me- 
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thodë dés indéterminées, touchait de bien près à 
Fanalyse infinitésimale , ou plutôt il me seanble 
que l'analyse infinitésimale n'est autre choSfj 
qu'une heureuse application de la méthode des 
indéterminées- 

Le principe fondamental dé là méthode des in- 
déterminées, ou des coefficiens indéterminés, 
consiste en ce que si Ton a une équation de cette 
forme 

A 4- Bjç + Cjc* + D«* -I- ete.= G , 

dans laquelle les coefiicîens A, B, C, etc. swent 
des constantes, et x une quantité variable qui 
puisse être supposée aussi petite cpi'dn le veut ; 
il feut nécessairement que chacun de ces coeffii- 
ciens pris séparément soit égal à lévo*, c'est-à- 
dire, qu'on aura toujours 

A=:o, B==:o, C = a, etc., 

quel que sdt d'ailleurs le nombre des termes de 
x^ette équaticm. 

En effet , puisqu'on peut supposer x aussi petite 
•qu'on lèvent, on pourra aussi rendre aussi petite 
qu'on le voudra ta somme de tous les termes 
qui ont X pour Êicteur, c'est-à-dire, la somme 
•de tous les termes qui suivent le premier. Donc 
ce premier terme A diffîre aussi peu qu'on le 
veut de a| mais A étant une constante, ne pou^ 



/ 
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dififêrer aussi peu qu'on le veut de o , jmisqu'alor s 
elle serait variable : donc elle ne peut être qpie 9 : 
donc on a déjà As=50j il reste donc 

Bx + Coc* -+• Dx' -f- etc, = o ; 

]9 divise tout par x , et j'ai 

B 4- Cx + Dx* + etc. â= o, 

d'où Ton tire B =5 o, par la même raison qu'on a 
donnée pour prouver qu'on avait As=o j le même 
raisonac^ment prouvera qu'on a pareillement 

Csiso» Ds;50, etc, 

ido^ CelapQséi^QoîtunQequaticmàdeuxterBEiea 

^ulement 

A + Bysso^ 

dans laquelle te premier terme soit constaitf ^ 
le second susceptible d'être rendu aussi petit qu'on 
le veut : cette équation ne pourra subsister d'après 
ce qui vient d'être dit , à moin& que les tenues A 
et Bx ne soient chacun en particulier égal à zéro. 
Donc nous pouvons étabHr en principe général 
et comme corollaire immédiat de la méthode des 
indéterminéea que y si la somme eu lu diffé^ 
tenç^ de dieux prétendues quantités est égale^ . 
à zéro , et que Vune des deux puisse être sup^ 
posée aussi petite qu^on le veut., tandis que 

Vmtre ne renferme aucune arbitraire jf, ce^ 
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deux prétendues quantités seront chacune en 
particulier égales à zéro. 

121. Ce principe suffit seul pour résoudre par 
l'algèbre or^naîre toutes les questions qui sont 
du ressort de l'analyse infinitésimale. Les pro- 
cédés respectife de Tune et l'autre méthodes, sim- 
plifiés comme ils doivent l'être, sont absolument 
les mêmes : toute la difierence est dans la manièrici 
d'envisager la question : les quantités que Foa 
néglige dans l'une comme infiniment petites , on 
les sous-entend dans Pautre , quoique considérées 
comme finies, parce qu'il est démontré qu'elles 
doivent s'éliminer d'elles-mêmes, c'est-à-dire, se 
détruire les unes par les autres dans le résultat 
du calcul. 

En effet, il est aisé d'apercevoir que ce résultat 
ne peut être qu'une équation à deux termes dont 
chacun en particulier est égal à zéro : on peut 
donc sous -entendre d'avance dans le cours du 
calcul tous les termes qui se rapportent à celle 
de ces deux équations dont on ne veut pas fidre 
usage. Appliquons "cette théorie des indéterminée» 
à quelques exemples. 

122. Reprenons celui que nous avons déjà 
traité (9), Nous avons trouvé {j^g. 1 ) 

TP4-TTs==r~ et 5î?~_22dtH-.^ 
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équations parfaitement exactes Fune et l'autre y 
quelles que soient les valeurs de MZ et de RZ^ 
tirant donc de la première de ces équations la 

valeur de g^ , et la substituant dans la seconde y 
j'ai 

TP + TTT ay + RZ 



aa — ao; — - MZ * 



équation exacte et qui doit avoir lieu, quelle que 
soit la distance qu'on voudra mettre entre les 
lignes RS et MP. 

Or, il est aisé de voir que je puis mettre cette 
équation sous la forme suivante : 

/TP y \ ./TT ^ j^MZ-fgRZ-^RZ \ 



a-éî)+( 



\y a— a;/"*"\jr (a — ^x)(aa — ^ax — ^MZ)/ . ^ 

r 

dans laquelle le premier terme ne contient que 
des quantités données ou déterminées par les 
conditions du problème, et dont le second con- 
tient des arbitraires , et peut être supposé aussi 
petit qu'on le veut , sans rien changer aux quan- 
tités qui sont contenues dans le premier terme „ 
puisqu'on est maître de supposer RS aussi proche 
qu'on le veut de MP. Donc, suivant la théorie 
dès indéterminées , chacun des termes de cette 
équation , pris séparément , doit être égal à zéro ; 
c'est-à-dire, que cette, équation peut se décom- 
poser OTi ces.deux autres 



MÉTHODE DES INDÉTERMINÉES- l55 

jf a— X ^ (a — a;)(aa — ax— MZ) ' 

desquelles là première ne contient que des quan- 
tités désignées , et la seconde contient des arbi- 
traires. Mais nous n'avons besoin que de la 
première, puisque c'est celle qui nous donne la 
valeur cherchée de TP, telle que nous Pavons 
déjà trouvée ci-devant. Donc, quand même ixous 
aurions commis des erreurs dans le cours du 
calcul, pourvu que ces erreurs ne fussent tombées 
que sur la dernière équation, l'exactitude du ré- 
sultat cherché n'en aurait point souffert ; et c'est 
^ectivement ce qui serait arrivé si nous eussions 
traité MZ, RZ et TT comme nulles par com- 
paraison aux quantités proposées a, ^, J^, dans 
les équations primitives; nous eussions à la vérité 
commis des erreurs dans l'expression des con- 
ditions du problème , mais ces erreurs se fussent 
détruites d'elles-mêmes par compensation , et le 
résultat dont nous avons besoin n'en eût été 

aucunement altéré. 

« 

123. L'analyse infinitésimale, envisagée sous 
ce rapport, n'est donc autre chose qu'une applica- 
tion, ou, si l'on veut, une extension de la méthode 
des indéterminées; car, suivant cette méthode, 
je dis que lorsqu'on néglige une quantité infini- 
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meDt petite, on ne Ëdt, à proprement parler, 
que la sous-entendre et non la supposer nulle ^ 
par exemple , lorsqu'au lieu des deux équations 
exactes 

TP + TT^MPX^ 
et 

MZ fly + RZ 

RZ 50— fljc— mZ 

trouvées (9), j'emploie les deux équations im** 
parfaites 

TP=MP X i .. i = jé^; 

je sais fort bien que je commets une erreur et 
je les mets, pour ainsi dire, mentalement sous 
cette forme 

ç et ^' étant des quantités telles qu'il les faut pour 
que ces équations aient lieu exactement : de même 
dans l'équation 

TP_ j^ . 

MP~c— x* 

résultante des deux équations impar&ites cît- 
•^essus, je sous-entends la quantité ^'', telle que 

TP 



(s-^,)+»"=<' 
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soit une équation exacte; mais je reconnais bientôt 
que cette dernière quantité ^" est égale à zéro , 
parce que si elle n'était pas nulle , elle ne pourrait 
être qu'infiniment petite, tandis qu'il n'entre 
aucune quantité infinitésimale dans le premier 
terme ; or cela est impossible , à moins que chacun 
de ces termes, pris séparément, ne soit égal à 
zéro ; d'où je conclus qu'on a exactement 

TP V 



MP a— x^ 

et partant, les quantités 9, p' et ^'^ ont été, non 
pas supprimées comme nulles , mais simplement 
sous-entendues pour simplifier le calcul. 

124, Pour second exemple proposons -nous 
de prouver que Taire d'un cercle est égale au 
produit de sa circonférence par la moitié du rayon ; 
c'est-à-dire, qu'en nommant R ce rayon, fO" le 
rapport de la circonférence à ce même rayon, et 
par conséquent ^K cette circonférence, S la 
surface du cercle, on doit avoir 

8 = 1 ^R*. 

Pour cela, j'inscris au cercle un polygone ré-, 
gulier, puis je double successivement le nombre 
de ces côtés jusqu'à ce que l'aire de ce polygone 
diffère aussi peu qu'on le youdra de l'aire du 
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cercle. En même temps le périmètre du polygone 
différera aussi peu qu'on le voudra de la circon- 
férence «zrR, et l'apothème aussi peu qu'on le 
voudra du rayon R. Donc l'aire S différera aussi 
pçu qu'on le voudra de î'O'R*} donc si nous 
faisons 

S — injvK' + tp^ 

la quantité ^ , si elle n'est pas o , pourra être au 
moins supposée aussi petite qu'on le voudra. Cela 
posé, je mets cette équation sous la forme 

(S— .^«rR*)— (p = o, 

équation à deux termes, dont le premier ne ren- 
ferme aucune arbitraire, et dont le second, aa 
contraire , peut être supposé aussi petit qu'on le 
veut; donc, par la théorie des indéterminées, 
chacun de ces termes en particulier est égal à o : 
donc nous avons 

S — ^/z?-R* = o ou S=i^R*} 

ce qu^il fallait démontrer. 

125. Soit proposé maintenant de trouver 
quelle est la valeur qu'il faut donner à x, pour 
que sa fonction ax — xx soit un maxïrtiUYn. 

Le cas du maximum doit avoir lieu évidem- 
ment, lorsqu'en ajoutant à l'indéterminée jc une 
valeur arbitraire x', l'augmentation correspon* 
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dante de la fonction proposée ax — xx pourra 
4tre rendue aussi petite qu'on le voudra, par 
rapport à x'^ en diminuant pelle-ci de plus en 
plus. 

Or si j'ajoute à :x: la quantité x\ j'aurai pour 
l'augmentation de la fonction proposée 

a(x +^') — (x+xy-- (ax — xx) , 

; 

ou en réduisant 

c'est donc le rapport de cette quantité à jc', ou 

a — 2X — x' 

qui doit pouvoir être supposée aussi petite qu'on 
Jie veut. Soit cette quantité =(p, nous aurons 
donc 

ou 

(a — 2x) — (a;' + (p) = , 

équation à deux termes, dont le premier ne 
renferme aucune arbitraire, et dont le second 
peut être supposé aussi petit qu'on le veut : donc 
par la théorie des indéterminées , chacun de ces 
termes pris séparément est égal à o. Donc nous 
avons 

a — 2x=o ou :v=ïa, 

s. 

ce qu^ il /allait trouver. 
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1 a6. Soit proposé de prouver que deux pyr 
i^amides de mêmes bases et de mêmes hauteurs 
sont égales entre elles. 

Concevons ces pyramides partagées en un 
même nombre de tranches toutes de même hau- 
teur. Chacune de ces tranches pourra évidem- 
ment être regardée comme composée de deux 
parties, dont l'une sera un prisme ayant pour 
base la plus petite des deux qui terminent la 
tranche , et l'autre sera l'espèce d'onglet qui 
entoure ce prisme* 

Si donc nous appelons V, V, les volumes des 
deux pyramides, P, P', les sommes respectives 
des prismes dont nous venons de parler, 9» 9\ 
les sommes respectives des onglets: nous aurons 

mais il est clair que P=P', donc 

y—q^T-^q'y ou (V— V')— (g— ?')—<>• 

Mais le premier terme de cette équation ne ren- 
ferme aucune arbitraire, et le second peut évi- 
demment être supposé aussi petit qu'on le veut. 
Donc , par la théorie des indéterminées , chacun 
de ces termes en particulier est égal à o. Donc 
on a V— V'=o ou VssV'j ce qu'il fallait 

démontrer. 

127. 
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^ 137. Sôît proposé de trouver le rolumè d^ane 
]^ jramidé dont la base est B et la hauteur H. 

Concevons cette pyramide partagée en une 
infinité de tranches de même épaisseur, soit x 
la distance de Tune quelconque de ces tranches 
âu sommet de la pyramide > et x' l'épaisseur de 
cette tranche. Dans la pyramide, les aires des 
coupes faites parallèlement à la base sont comme 
les carrés de leurs distances au sommet j donc 
la base supérieure ou petite base de la tranche 

éloignée du sonmiet de la distance ^, est gj x*. 

Donc le volume de cette tranche, abstraction 

Faite de Tonglet, est jp Jc*x'; donc le volume total 

de la pyramide 9 abstraction faite des onglets , 
est la somme dé tous ces éléméûs. Et puisque 
x' pouvant être supposée aussi petite qu^>n le 
veut, chaque onglet peut également être sup- 
posé aussi petit qu'on le Veut, relativement au 
yx)lume de la tranche, la somme de tous les élé- 

mens gj x'x' diffère aussi peu qu'on le veut dû 

volume cherché de la pjnramide. Nommons donc y 
ce volume , nous aurons exactement 

• B 

Vs=som gi^V -hf > 

ç désignant une quantité qui peut être supposée 
aussi petite qu'on le veut. 
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Mais puisque B, H et x* spnt des quantités 
constantes, c'est-à-dire, les mêmçs pour tootf» 
l9S tranches, il est clair que 



som jjiîc X 



€st la même chose que 

Or T est évidemment le nombre dès tranche» 
comprises depuis le sommet jusqu'à x, donc 
som (^Ypour la pyramide entière, est la somme 
des carrés des nondires naturels depuis o jusp 

Mais on .sait que cette suite de carrés des 
nombres naturels est 

substituant cette somme dans l'équation trouvée 
pi-dessus, nous aurons 

OU en transformant pour séparer les termes arbi- 
traires de ceux qui ne le sont pas. 



(^-.BH)-[5g(f+^+f] = o 



y 
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équation rigoureusemeDt exacte à deux termes > 
dont le premier ne contient que des quantités 
désignées ou non arbitraires, et dont le second 
peut ,être rendu aussi petit qu'on le veut. Donc 
chacun de ces termes pris séparément est égal 
à zéro : donc nous ayons par le premier 

V— ^BH=ô ou V = iBH, 

ce qu'il fallait trouver. 

La solution qu'on vient de donner est analogue 
à la méthode des indivisibles , ou plutôt c'est la 
méthode même des indivisibles rendue rigoureuse 
par quelques légères modifications , au moyen de 
la méthoàe dés indéterminées : nous allons main- 
tenant appliquer celle-ci à la même question , en 
employant la notation de Tanatyse infinitésimale , 
pour, faire Toir comment toutes ces méthodes se 
tiennent, ou plutôt comment elles ne sont toutes 
qu'une seule et même méthode envisagée sous 
difierens aspects. 

En conservant les dénominations ci-dessus^ 
nous avons dV pour l'élément de la pyramide. 
De plus^ nous avons pour valeur du même élé^ 
ment; en négligeant l'onglet , 

B . ; 

jj^ X uX l 

dope Aoua ayoDS exactement 
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^ exprimant une quantité qui peut être supposée 
aussi petite qu'on le veut relativement à chaoun 
des autres termes. 

Prenant de part et d'autre la somme exacte des 
élémens , nous aurons Féquation rigoureuse 

V =; som gi o^dx -f- som ^ (A). 

Or rintégra^e ordinaire 



/l x^dx 



du premier -terme du second membre est 



C exprimant une constante ; mais la di£fêrentielle 
exacte de cette intégrale n'est pas 

gS X^dX y ^ 

die est 

/ 

c'est-à-dire , que nous avons «exactement 

donc en prenant de part et d'autre la somme 
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exacte, nous auronsr 

ou en transposant 

Som ^,x*(&===(^.x*+c)--som|iC3«(/A;*+ dx% 

Substituant dans Péquation (A) , nous aurons exac- 
tement 

Y=(^,«:'4-C)— £som ^^ {^xdx^+dx^) — som(p]], 

équation dans laquelle le dernier terme seul con- 
tient des quantités arbitraires et peut être supposé 
aussi petit qu'on le veut. Faisons donc pour abréger 
ce terme ^"^ Téquation deviendra en transposant 



rT-(3^»*+c)]-»'=o. 



^ 



équation dont par les principes de ta méthode des 
indéterminées chaque terme pris séparément eslL 
égal à zéro", ce qui donne 

Pour déterminer C, il n'y a qu'à faire iP=o, alor» 
cm a V=o, donc G=o^j donc l'équation se ré- 
duit à 

t^'est*à-dire> que le volume de. la pyramide dépuisk 
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le sommet jusqu'à laliauteur x est =|r, , donc pour 

avoir le volume total de la pyramide, il n'y a 
plus qu'à supposer ^= H, ce qui donoera enfin 

12S. Cette solution, comme on le voit, n'est 
autre chose que celle qu'on obtiendrait par les 
procédés de l'analyse infinitésimale, en ne négli- 
geant rien, et l'analyse infinitésimale ordinaire 
n'est qu'une abréviation de ces procédés, puis- 
qu'elle ne néglige que les quantités ^, ?(', qui ne 
tombent dans le résultat du calcul, que sur celle 
des équations dont on n'a pas besoin , entre les 
deux dans lesquels ils se décompose. Or ce que 
l'analyse inQnitésiraalo néglige aiasi par simple 
fiction sous le nom de quantités infiniment petites, 
on peut simplement le sous- entendre pour cori*- 
^rver la rigueur ^géométrique pendant tout le 
cours du calcul : on voit donc que la métbode des 
indéterminées fournit une démonstration rigou^ 
reuse du calcul infinitésimal, et qu'elle donne en 
même temps le moyen d'y suppléer, si l'on veut, 
pqr l'analyse ordinaire. Il eût été à désirer, peutr 
être, qu'on fût parvenu par cette voie aux calcul^ 
différentiel et intégral; ce qui était aussi naturel 
que le chemin qu'on a pris, et aurait prévenu 
^Utes les diffitcuUé^. : ; . 
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DE LA MÉTHODE DES PREMIÈRES ET DERNIÈRES 

RAISONS OU DES LIMITES. 

129. La méthode des premières et dernières 
raisons ou des limites, prend aussi son origine 
dans la méthode d'exhaudtion ; et ce n'est, à 
proprement parler , qu'un développement et une 
simplification de celle-ci. Cest à Newton que l'on 
doit cet utile perfectionnement, et c'est dans son 
livre des principes quil feut s*en instruire : il 
suffit pour notre objet d'en donner ici une idée 
succincte. 

Lorsque deux quantités quelconques sont sup- 
posées se rapprocher continuellement l'une de 
l'autre , de manière que leur rapport ou quotient 
diflfêre de moins en moins et aussi peu qu'on le 
veut de l'unité: ces deux quantités sont dites avoir 
pour dernière raison une raison d^ égalité. 

En général lorsque l'on suppose que diverse$^ 
quantités s'approchent respectivement et simuU 
tanénient d'autres quantités qui 9ont considérées 
comme fixes, jusqu'à en diâerer toutes en même 
temps aussi peu qu'on le veut, les rapports qu'ont 
entre elles ces quantités fixes, sont les dernières 
raisons de celles qui sont supposées s'en appro- 
cher respectivement et simultanément; et ces- 
quantités fixes elles-mêmes sont appelées //Wf^^si 
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OU dernières valeurs de celles qui s'en appro- 
chent ainsi. 

Ces dernières valeurs et dernières raisons sont 
aussi appelées premières valeurs et premières 
raisons des quantités auxquelles elles se rap- 
portent, suivant que Ton considère les variables 
comme s'approchant ou s'éloignant des quan- 
tités considérées comme fixes qui leur servent de 
limites. 

i3o» Ces limités ou quantités, considérées 
comme fixes, peuvent cependant être variables 
conmie seraient, par exemple, les coordonnées 
d'une courbe ; c'est-à-dire , qu'elles peuvent n'être 
pas données par les conditions de la question;, 
mais seulement déterminées par les hypothèses 
subséquentes sur lesquelles le calcul est établf. 
Ainsi, par exemple, quoique les coordonnées 
d'une courbe soient comprises parmi les quantités 
qu'on nomme variables , parce qu'elles ne sont 
point du nombre des données; si je me propose 
une question à résoudre sur la courbe dont M 
s'agit, comme celle de lui mener une tangente, 3 
fattdra, pour établir mes raisonnemens et mon 
calcul , que je commence par attribuer des valeurs 
déterminées à ces coordonnées , et que je con- 
tinue à les regarder comme fixes jusqu'à la fin de 
mon calcul. Or ces quantités , considérées comÉid 
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fixes , sont comprises aussi bien que4es données 
mêmes du problème, parmi celles que nous appe-. 
Ions limites. 

1 3 1 . Ces limites sont précisément les quantités 
dont on cherche la relation ; celles qui sont sup- 
posées s'en approcher graduellement ne sont que 
des quantités auxiliaires , que Ton fait intervenir 
pour faciliter l'expression des conditions du pro- 
blème , mais qui ne peuvent rester dans le calcul y 
et qu'il faut nécessairement éliminer pour obtenir 
les résultats cherchés ; elles sont par conséquent 
de celles que nous avons nommées quantités non 
désignées, tandis que leurs limites ou dernières 
valeurs, sont les quantités dont on veut obtenir 
la relation, et que nous appelons quantités dér 
signées. 

^ On voit ainsi l'analogie qui doit exister entre la 
théorie des premières ou dernières raisons , et. la 
méthode- infinitésimale. Car ce que dans celle-ci 
on nomme quantités infiniment petites y n'est évi-^ 
demment autre chose, d'après la définition que 
nous en avons donnée (i4) , que la différence 
d'une quantité quelconque à sa limite , ou , si Vcoi 
veut, une quantité dont la limite est o; et les 
quantités qui ont pour dernière raison une raison 
d'égalité, ne sont autre chose que celles qui; dan» 
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Fanalyse infinitésimale, sont nommées quantités 
infiniment peu dififérentes Fune de Tautre. 

i32. On voit encore par là que la notion de 
quantité infiniment petite n'est pas moins claire 
que celle de limite, puisque ce n'est autre chose 
que la différence de cette même limite à la quan- 
tité dont elle exprime la dernière valeur. Mais 
la différence qu'il y a en ce qu'on appelle propre- 
ment méthode des limites et celle qu'on appelle 
méthode infinitésimale, consiste en ce que dans 
la première, on n'admet en effet dans le calcul, 
que les limites elles-mêmes qui sont toujours des 
quantités désignées j au lieu que dans la méthode 
infinitésimale , on admet aussi les quantités non 
désignées qui sont supposées s'en approcher con- 
tinuellement , et les différences de ces quantités 
non désignées à leurs limites : ce qui donne à la 
méthode infinitésimale, plus de moyens de varier 
ses expressions et ses transformations algébriques^ 
sans qu'il puisse y avoir la moindre différence 
dans la rigueur des procédés. 

l33. La faculté que se procure ainsi la mé- 
thode infinitésimale, la rend susceptible encore 
d'un nouveau degré de perfection bien plus icor 
portant, c'est de pouvoir être réduite en un algor 
lithme particulier. Car ces différences entre les 
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quantités non désignées et leurs limites , sont ce 
qu'on a distingué spus te nom de différentielles 
de ces mêmes limites , et les simplifications aux- 
quelles donne lieu Padmission de ces quantités 
dans le calcul, sont précisément ce qui donne à 
l'analyse infinitésimale de si puissans moyens. 

Néanmoins la méthode des limites, quoique 
restreinte par la faculté dont elle se prive d'intro- 
duire dans le calcul les quantités auxiliaires doiit 
ces limites ne sont que les dernières valeurs, cette 
méthode, dis- je, remporte encore de beaucoup» 
pour la facilité des calculs sur la simple méthode 
d'e^aiistion j parce qu'elle s'afirîmçbit au mtoins 
de la réduction à l'absurde pour chaque cas par- 
ticulier; opération la plus pénible de celles qiii 
constituent la méthode d'èxhaustîon ; tandis que 
dans l'autre méthode, pour établir l'égalité de deux 
quantités quelconques, il suffit de prouver qu'elles 
sont toutes deux limites d'une même troisième 
quantité. 

1 34. Il n'y a aticune distinction à fâîre entre 
la méthode des Kmites et celle des premières ou 
dernières raisons, Newton n'en fait aucune; il 
emploie indifléremment le nom de limite d'une 
quantité ou dernière valeur de cette quantité; 
limite du rapport de deux quantités ou dernière 
raison de ces deux quantités. Je fais cette ré*- 
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flexion , parce qu'il y a des personnes qui croient 
vaguement qu'il existe quelque difierence entre 
la méthode des limites , telle que d' Alembert Ta 
expliquée à l'article DifiPérentiei de TEncyclopédie, 
et la méthode des premières et dernières raisons, 
telle que Newton l'a expliquée dans le livre des 
Principes. C'est absolument la même chose ^ et 
d' Alembert déclare positivement dans cet article , 
qu'il n'y est que l'interprète de Newton.. Cette 
méthode étant très-connue y il nous suffira d'ea 
donner un exemple* 

i35« n est clair, par ce qui a été dit (g), que 

quoique -g^ ne soit point égale à ^^p ; cependant 

la première de ces quantités di£fère d^autant moins 
de la seconde, que KS est plus proche de MF> 
c'est-à-dire, que 

MZ_ TP 
EZ~MP 

est une équation imparfaite;, mais que (en dési^ 
gnant par L l'expression de limite ou de dernièce 
valeur) 

y MZ TP 

^ az "" MP 
est ij^ne équation parËdte> ou rigoureusemei^ 
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> ' . ., . . 

' De même on prouvera que 

*^ hZ~ a—x^ 

est aussi une équation parfaite, ou rigoureifôe- 
ment exacte ; égalant donc ces deux valeurs d« 
t' MZ .| . . 

TP 
MP 

ou 

TP 



i 



comme ci-dessus. Ainsi , ce n^e sont plus dans te 
nouveau calcul les quantités infiniment petites MZ 
et RZ qui y entrent séparément, ni même leur 

rapport ^, mais seulement sa Kmite ou dernière 

MZ 

valeur L 52 ' ^^ ^®^ ^^^ quantité finie. 

Si cette méthode était toujours aussi &cile à 
mettre en usage que Panai jse infinitésimale ordi* 
ûaire , elle pourrait paraître préférable ; car elle 
aurait l'avantage de conduire aux mêmes résultats 
par une route directe et toujours lumineuse. 

Mais il Ëiut convenir, ainsi qu'on l'a déjà observé 
çinlessus, que la méthode des limites est sujette 
à une difficulté considérable qui n'a pas lieu dans 
Fànalyse infinitésimale ordinaire; c'est que ne 
pouyant 7 séparer, comme dans celle*ci^ les quasi^ 
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tltés infiaiment petites l'une de l'autre , et - ces 
quantités se trouvant toujours liées deux à deux , 
on ne peut faire entrer dans les combinaisons les 
propriétés qui appartiennent à chacune d'elles en 
' particulier , ni iaire subir aux équations où' elfeâ 
se rencontrent, toutes les transformations qui 
pourraient aider à les éliminer. 

DE LA MÉTHODE DES FLUXIONS- 

i36. Newton considère une courbe comme 
engendrée par le mouvement uniforme d'un point; 
il décompose à chaque instant la vitesse cons- 
tante de ce point en deux autres , l'une parallèle 
à l'axe des abscisses et l'autre parallèle à l'axe 
des ordonnées- Ces vitesses sont ce qu'il appelle 
fluxions de ces coordonnées , tandis que la vitesse 
arbitraire du point qui décrit la courbe est la 
fluxion de l'arc décrit. 

Réciproquement cet arc décrit est appelé la 
fluente de la vitesse avec laquelle il est décrit par 
le point mobile, l'abscisse correspondante est. 
appelée fluente de la vitesse de ce point estimée 
dans le sens de cette abscisse, et l'ordonnée ' est 
appelée fluente de la vitesse de ce même point . 
^timée dans le sens de cette ordonnée. 
. Puisque la fluxion de l'arc est supposée cons- 
tôJQiteii il est évident qu'à moin& que le chemin 
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étt point décrivant ne se fasse en ligne droite , 
les fluxions de Tabscisse et de l'ordonnée seront 
variables , et que leur rapport à chaque instant 
dépendra de la nature de la courbe , c*est*à-dire , 
de la relation même de ces coordonnées. 

Réciproquement la relation des coordonnées 
dépend nécessairement de celle qui existe à 
chaque instant entre les fluxions de ces coor- 
données. On peut donc demander quel est le 
moyen de découvrir la relation qui existe entre 
les fluxions , lorsque Ton connaît celle qui existe 
entre les coordonnées ; et réciproquement quel est 
celui de découvrir la relation qui existe entre les 
coordonnées , lorsque Fon connaît celle qui existe 
entre les fluxions seules , ou combinées avec les 
coordonnées elles-mêmes. La première partie 
de ce problème est ce qu'on nomme méthode 
des fluxions, et la seconde méthode inverse des 
fluxions. 

i5j. Mais ces premières notions peuvent être 
généralisées; cair à mesure que le point décrivant 
parcourt la courbe, non-seulement Tabscisse et 
l'ordonnée changent^ mais encore la sous-*tan- 
gente, la normale, le rayon de courbure , etc. 
c'est-à-dire, que ces quantités croissent ou dé- 
croissent plus ou moins rapidement ainsi que les 
coordonnées elles -mêmçs. Toutes ces quantités 
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ont donc des fluxions dont les rapporta sont égs^ 
iement déf^minés par le mouvement du point 
ijae décrit uniformément la courbe; ainsi ces 
quantités Sont elles-mêmes des fluentes. Or c'est 
Fart de déterminer les relations de toutes ces 
fluentes par l'entremise de leurs fluxions em- 
ployées comme auxiliaires , que l'on nomme mé^ 
thode directe et inverse des fluxions , ou méthode 
des fluxions et fluentes. 

Cette méthode s'applique hon-seulement aux 
lignes courbes , mais par analogie on l'éténd aux 
aires que renferment ces courbes, aux surfaces 
courbes et aux volumes qu'elles terminent, aux 
forces qui mettent les corps en mouvement et 
aux efiets qu'elles produisent; on en applique en 
tin mot la théorie à tout ce qui fait l'objet des 
mathématiques et des sciences phjsico-mathé^ 
matiques, aussi bien que la méthode d'exhaustioa 
elle-même et tous les inodes de calcul qui «j^ 
dérivent. 

i38. La méthode des fluxions n'admet, conmie 
on le voit dans le calcul, que des quantités finies-: 
puisque ces fluxions ne sont autre chose que des 
vitesses qui sont des quantités finieis. On peut 
même prendre ces vitesses respectives avec 
lesqucilea les coordonnées croissent, pour coor- 
doiXQée& d'une nouvelle courbe ^ lesquelles auront 

aussi 
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' aossi leurs flmdons , qui seront pareillement des 
quantités finies ; et celles-ci pourront encore être 
prises pour coordonnées d'une troisième courbe 
ainsi de suite, sans que jamais il entré dans le 
calcul autre chose que des quantités finies. 

iSg. Il y a une fluxion principale qui est choisie 
à volonté , mais qui étant une fois adoptée réde 
toutes^ les autres : on peut choisir celle que l'on 
veut; nous avons supposé que c'était la vitesse 
absolue du point décrivant , que nous avons re- 
gardée comme uniforme : mais on peut supposer 
également que c'est la vitesse dans le sens de 
Pabscisse, ou toute autre qui soit uniforme et qui 
serve de terme de comparaison. 

i4o. La méthode des fluxions et fluentes dé- 
rive natorellement de celle des premières et der- 
nières raisons ; car la vitesse variable d'un point, 
n'est pas le chemin décrit par ce point dans un 
temps donné, divisé par ce temps ; mais lapremière 
ou dernière raison de ce rapport, c'est-à-dire la 
quantité dont ce rapport approche de plus en 
plus, à mesure que ce temps est supposé plus 
court. 

i4i. Cette observation a été le prétexte d'une 
objection élevée contre la méthode des fluxions j 
car , a-t-on dit, c'est introduire dans la Géomé-' 
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trie qui appartient aux Mathématicpiea pures , la 
notion des vitesses qui n'appartient qu'aux Ma* 
thématiques mixtes, et définir une idée qui doit 
être simple , par une autre qui efet oomf^xe. 

Mais cette objection est assez frivole : oar la 
véritable chose à considérer, est de savoir si la 
théorie. est plus facile à saisir de cette manière 
que d'une autre. Le classement que nous faisons 
des sciences est assez arbitraire. Nous plaçons la 
Géométrie avant la Mécanique dans l'ordre de la 
simplicité ; mais les parties transcendantes de la 
première sont bien plus abstraites que les par- 
ties élémentaires de la seconde ; et comme le dît 
Lagrange, «c chacun a ou croit avoir une idée 
nette de la vitesse , » ce n'est donc pas prendre 
une marche contraireàl'espritdes MatibiéinatiqueSi 
que de définir les fluxions par les viteasasv 

i42. Nous venons de voir que les vitesses 
qu'on noïiaaie fluxions y sont les dernières raisons 
des espaces parcourus et des temps emplojés à 
les parcourir 3 mais si l'on compare ensemble deux 
de ces vitesses ou fluxions, par exemple la fluxion 
de l'abscisse avec celle de l'ordonnée, ces fluxions 
auront elles-mêmes entre elles une raison, qui 
n'est autre chose que la limite du rapport des dif- 
férentielles de ces coordonnées. Ainsi la Méthode 
4es fluxions n'est encore, comme on le voit, que 
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là méthode infinitésimale^ ^t par conséquent la 
méthode d'exhaustion envisagée sous un nouveau 
point de vue, et Ton aperçoit fecilement le lien 
qui unit toutes ces îBéthodes les lines aa:x autres. 

i43. Les prodédés delà méthode des fluxions 
ne diflêreiit de ceux de l'àiiàlysié infinitésunale 
que par la notation. Au lieu dfe la catacféristique 
<f , dont on se sert dans cellë-ôi, <in pointe les 
lettres dans là méthode des flaxionis j c'est-à-dire ' 
que la fluxioû de là vàriabfe ou fhiénte x , par 
exemple, est représentée par jc, mais ayec cette 

distinction,: que x représente une quantité finie 
qui est la yltesse du point décrivàht dans le set» 
des abscisses, tandis que dk, dans le calciil dif. 
f<^entielj représente une quantité infiaimentpe. 
tite, qui est l'acci-^isSeàtSit iastentaiié <fe cetttt 
Blême absci^e. 

De même si l'on coiiçoit utie nouveilë courbe, 
dont les coordonnées a^nt les fluxions tm^ea 
tives de x et^, lés fluxions de ces nowdteà 
coordonnées seront des fluxions de floxfoios , et 
devront, d'après la notatioti indiquée, être exprî-i 

méeà dans te calcul par x,^; et ces *, j?, serotit 
encore des quantités finies, tandis qUe leh diffé* 
rentiélles secondes ddx , àdy , qui letir Corres-* 
pondent dans lai làéthode lùâmtésimale, $6at dû 
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quantités infiniment petites du second ordre: 
ainsi dé suite. 

i44. Il ne m^appartient pas de prononcer 
entre Newton et Leibnitz sur la priorité de Pin- 
Vention. II me semble que la métaphysique de 
Pune <[e ces méthodes est tellement diâerente 
de celle de l'autre, qu'il est plus que probable 
que chacun a inventé la sienne. L'histoire des 
sciences mathématiques est remplie de semblables 
rencontres; parce que la vérité étant une, il 
faut toujours que ce soit à elle qu'on ^arrive, 
et sitôt qu'elle est pressentie, chacun s'y préci- 
pite ''par 4e chemin qu'il s'est frayé. U ' faut £iire 
attention qu'à Pépoque de Newton et de Leibnitz, 
une foule d'idées analogues à celles de ces deui 
grands hommes perçaient de toutes parts dafis 
les écrits des savans. C'était réellement un fruit 
mûr. Cavalerius, Fermât, Pascal , avaient soumis 
au «calcul les quantités infiniment petites ; Des* 
cartes avait trouvé la méthode des indéterminées; 
Roberval avait imaginé de décomposer la vitesse 
du point qui décrit une courbe , en deux autres 
respectivement parallèles aux deux coordonnées; 
Barrow avait considéré les courbes comme des 
polygones d'une infinité de côtés ; Wallis avait 
«ùseigné à calculer les séries. Il ne manquait 
plus que d'assujctir toutes les découvertes i^ 
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même genre à un mode uniforme pair un algo- 
rithme; n'est-il pas plus naturel de penser que 
Newton et Leibnitz ont trouvé chacun le leur 
par des routes très-opposées, que de supposer 
que l'un de ces deux hommes déjà justement 
célèbres à tant d'autres égards , ait été plagiaire 
de l'autre? 

DU CALCUL DES QUANTITÉS EVANOUISSANTES. 

i45. La plupart des savans, pour concilier 
la simplicité de la notation leibnitzienne avec 
la rigueur géométrique^ prennent le parti de 
considérer les quantités infiniment petites, comme 
absolument nulles. La métaphysique du calcul 
infinitésimal est développée sous ce point de vu.e 
avec une grande clarté, dans la préface du Calcul 
différentiel d'Euler : ce le calcul di£fêrentiel, dit 
y> ce grand géomètre, est Fart de trouver le 
» rapport des accroissemens évanouissans, que 
y> prennent des fonctions qfuelconques, lorsqu'on 
y> attribue à la quantité variable dont elles sont 
» fonctions, un accroissement évanouissant.» 

Newton avait déjà admis , dans son livre des 
Principes, la notion des quantités évanouissantes. 
« îl faut , dit-il , entendre par la dernière raison 
3) des quantités évanouissantes , la raison qu'ont 
» entre elles des quantités qui diminuent, non 
!» pas avant de s'évanouir , ni après qu'elles sont 
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j> évapouîes, mais au moment même qu^elIes 
j> s'évanouissenL » 

D'AIembjer t rejette cette explication , gnoiqull 
adopte comidètement d'aflleursN la doctrine de 
Newton sur les limites ou premières et demiérea 
raisons des quig[itités. 

« Cette méthode, dit Lagrange, a le grand 
?> inqoQvéoient dç considérer les quantités , dans 
y> l'état où elles cessent, pour aipsi dire, d'être 
y> quantités : car quoiqu'on conçoive toujours 
» bien le rapport de deux quantités, tant qu'elles 
D demeurent finies, ce rapport n'offre plus à 
» l'esprit une idée claire et précise, aussitôt que 
y> ses termes deyiennent l'un et Tautre mils à 
i> la foi?. » 

Il semble néanmoins , que les quantités infini-- 
ment petites étant dçs ys^riables, rien n'empêche 
qu'on ne puisse leur ajttribuer la valeur o, aussi 
bien que toute autre. Il est vrai qu'alors leur 
ra{^[K>rt est |, qui peut être également supposé 
a ou ^, aussi bien que toute autre quantité 
quelconqiie. 

* 

i46. La considération de ces quantités éva- 
nouissantes serait donc à peu prés inutile , si Ton 
se bornait à les traiter dans le calcul comme des 
quantités simplement nulles : car elles n'offriraieiit 
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plus que le rapport deoào, qui n'est pas plus égal 
.à 2 qu'à 5 ou à toute autre quantité; mais il ne 
faut pas perdre de vue , que ces quantités nulles 
ont ici des propriétés particulières , comme der- 
nières Valeurs des quantités indéfiniment décrois* 
santés dont elles sont les limites , et qu'on ne leur 
donne la dénomination particulière d'évanotds- 
çanteSy qu'afîn d'avertir que de tous les rapports 
ou relations dont elles sont susceptibles en qua- 
lité de quantités nulles $ on ne veut considérer et 
Eure enb'er dans lés combinaisons, que celles qui 
leur sont assignées par la loi de continuité , lorsque 
l'on imagine le système des quantités auxiliaires 
d'approchant par degrés insensibles du système 
des quantités désignées : et c'est là précisément 
ce qtfentend Newton^ lorsqu'il dit, que les quan- 
tités évanouissantes sont des quantités consi- 
dérées, non avant qu'elles s'évanouissent, non 
après qu'elles sont évanouies, mais à l'instant 
même qu^elles s'évanouissent. 

Dans le cas traité ci-devànt (9), par exemple ^ 
tant que RS ne coïncide point avec MP, la^fraction 
MZ . t__ L__^ tp 

y 

ne deviennent égsfles qu'au moment oùMZ et RZ 
êe réduisent à zéro* Il est vrai qu'alors ^ est 

aussi bien égale à toute autre quantité qu'à — > 



g^ est plus grande que — * ces deux fi^actions 
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puisque f est une quantité absolument arbitraire; 
mais parmi les diverses valeurs qu'on peut attri- 
buer à ^ , — est la seule qui soit assujétie à la 

loi de continuité et déterminée par elle; car si 
Ton construisait une courbe dont Tabscisse fût la 
quantité indéfiniment petite MZ, et Tordoniiée 

MZ 

proportionnelle à ^ , celle qui répondrait à 

l'abscisse nulle, serait représentée par — , et non 

par une quantité arbitraire : or, c'est ce qui disr 
tingue les quantités que je nomme évanouissantes 
de celles qui sont simplement nulles. 
Ainsi , quoiqu'en général on ait 

os=a X 0=3 X 0=4 X o=etc-, 

on ne peut pas dire d'une quantité évanouissante 
telle que MZ , 

MZ=:aMZ=: 3MZ=4MZ = etc. ; 

car la loi de continuité ne peut assigner entre MZ 
et MZ d*aijtre rapport que celui d'égalité, ni d^autre 
relation que celle d'identité. 

i4:j. Nous avons vu qu'en introduisant dans 
le calcul des quantités indéfiniment petites, et .en 
les négligeant par comparaison aux quantités finies, 
les équations devenaient imparfaites ^ et que les 



v 
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erreurs auxquelles on donnait lieu ne se com- 
pensaient que dans le résultat cherché. On peut 
maintenant éviter si Fon veut, cette espèce d'in- 
convénient par le moyen des évanouissantes, qui 
n'étant autre chose que les dernières valeurs des 
quantités indéfiniment petites correspondantes, 
peuvent comme toutes autres valeurs, être attri- 
buées à ces quantités indéfiniment petites ; et qui 
d'un autre côté , étant absolument nulles , peuvent 
se négliger, lorsqu'elles se trouvent ajoutées à 
quelques quantités efiectives, sans que le calcul 
cesse d'être parfaitement rigoureux. 

i48. On peut donc envisager l'analyse infini- 
tésimale sous deux points de vue diffêrens; en 
considérant les quantités infiniment petites ou 
conune des quantités effectives^ ou comme des 
quantités absolument nulles. Dans le premier cas, 
l'analyse infinitésimale n'est autre chose qu'uii 
calcul d'erreurs compensées; et dans le second, 
c'est l'art de comparer des quantités évanouis- 
santes entre elles et avec d'autres, pour tirer de 
ces comparaisons les rapports et relations quel- 
conques qui existent entre des quantités "pro- 
posées. 

Comme égales à zéro, ces quantités évanouis- 
santes doivent se négliger dans le calcul, lors- 
qu'elles se trouvent ajoutées à quelque quantité 
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ef&ctive ou qu'elles en sont retranchées ^ xna» 
elles n'en ont pa? moins , comme on vient de le 
voir, des rapports très-intéressans à connaître, 
rapports qui sont déterminés par la loi ^e coq- 
tinuité à laquelle est assujéti le système des quan- 
tités auxiliaires dans son changement. Or, pour 
saisû* aisément cette loi de continuité, il est aisé 
de sentir qu'on est obligé de considérer les quan- 
tités en question , à quelque distance du terme 
ou elles s'évanouissent entièrement , sinon elles 
n'offriraient que le rapport indéfini de zéro à zéro; 
mais cette distance est arbitraire et n'a d'autre 
objet que de faire juger plus facilement des rap- 
ports qui existeqt entre ces quantités évanouis- 
santes : ce sont ces rapports qu'on a en vue en 
regardant les quantités infiniment petites comme 
absolument nulles, et non pas ceux qui existent 
entre les quantités qui ne sont pas encore par- 
venues au terme de leur anéantissement. Celles- 
ci, que j'ai nommées indéfiniment petites, ne sont 
point destinées à entrer elles-mêmes dans le calcul 
envisagé sous le point de vue dont il s'agit dans 
ce moment, mais employées seulement pour a^er 
l'ijnagination, et indiquer la loi de continuité qui 
détermine les rapports et les relations quelconques 
des quantités évanouissantes auxquelles elles ré- 
pondçnt 
Ainsi, d'après cette bypotiiese, dans la .pro»- 
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portion MZ : RZ :: TP : MP {fig. i ), les quantités 
représentées par MZ et RZ sont bien supposées 
absolument égalea à zéro 3 mais comme c'est de 
leur rapport qu'on a besoin, il faut pour aper- 
cevoir son égalité avec ^^ considérer les quanti- 
tés indéfiniment petites qui répondent à ces quantif- 
iés nulles , non afin de les introduire elles-mêmes 
dans le calcul , mais afin d'y faire entrer sous' la 
dénomination de MZ et de RZ , les quantités éva- 
nouissantes qm* en sont les dernières valeurs. 

149. Ces expressions MZ, RZ représentent 
donc ici des quantités nulles , et on ne les emploie 
sous les formes MZ, RZ, plutôt que sous la forme 
commune o, que parce que si on les employait 
en effet sous cette dernière forme, on ne pourrait 
plus distinguer, dans les opérations oii elles se 
trouveraient mêlées, leurs diverses origines, c'est- 
à-dire , quelles sont les diverses quantités indéfini- 
ment petites qui leur répondent Or, la considé- 
ration, au moins mentale, de celles-ci est néces- 
saire pour saisir la loi de contiguïté qui détermine 
le rapport cherché des quantités évanouissantes 
qu'elles ont pour limites , et par conséquent il 
est essentiel dç ne pas les perdre de vue, et de 
les caractériser par des expressions qui empê- 
chent de les confondre. 



l88 CHAPITRE iir. 

i5o. Les quantités éyanouissantes qui font le 
sujet du calcul infinitésimal envisagé sous ce nou- 
veau point de vue, sont à la vérité des êtres de 
raison ; mais cela n^empêche pas qu'elles n'aient 
des propriétés mathématiques, et qu'on ne puisse 
les comparer tout aussi bien qu'on compare des 
quantités imaginaires qui n'existent pas davan- 
tage. Or personne ne révoque en doute l'exac- 
titude des résultats qu'on obtient par le calcul 
des imaginaires, quoiqu'elles ne soient que des 
formes algébriques et des hiéroglyphes de quan- 
tités absurdes; à plus forte raison ne peut -on 
donner l'exclusion aux quantités évanouissantes, 
qui sont au moins des limites de quantités efifec- 
tives , et touchent pour ainsi dire à l'existence. 
Qu'importe eneflètqueces quantités soient ou non 
des êtres chimériques , si leurs rapports ne le sont 
pas, et que ces rapports soient la seule cliose 
qui nous intéresse? On est donc entièrement 
maître, en soumettant au calcul les quantités 
que nous avons nonmiées infinitésimales , de 
regarder ces quantités comme effectives , ou 
comme absolument nulles; et la différence qui 
se trouve entre ces deux manières d'envisager 
la question , consiste en ce qu'en regardant ces 
quantités comme nulles les propositions , équa- 
tions et résultats quelconques , demeurent exacts 
et rigoureuxpendant tout le calcul, mais se rappor-^ 



CALCUL DES iiVANOUISSANTES. 189 

tent à des quantités qui sont des êtres de raison ^ 
et expriinent des relations existantes entre quaii* 
tités qui n'existent pas elles-mênies; au lieu qu'en 
regardant les quantités infiniment petites comme 
quelque chose d'effectif, les propositions, équa- 
tions et résultats quelconques ont bien pour sujet 
de véritables quantités; mais ces proposition», 
équations et résultats sont faux, ou plutôt ils sont 
imparfaits , et ne deviennent exacts à la fin que 
par la compensation de leurs errejurs, compensa- 
tion cependant qui est une suite nécessaire et in- 
Ëdllible des opérations du calcul 

1 5 1 • La métaphysique qui vient d'être exposée 
fournit aisément des réponses à toutes les objeo* 
tiens qui ont été faites contre l'analyse infinité- 
simale , dont plusieurs Géomètres ont cru le prin- 
cipe fautif et capable d'induire en erreur; mais ils 
ont été accablés , si l'on peut s'exprimer ainsi y 
par la multitude des prodiges , et par l'éclat des 
vérités qui sortaient en foule de ce principe. 

Ces objections peuvent se réduire à celle-ci : 
ou les quantités qu'on nomme infiniment petites 
sont absolument nulles, ou non; car il est ridi- 
cule de supposer qu'il existe des êtres qui tiennent 
le milieu entre la quantité et le zéro. Or, si elles 
sont absolument nulles, leur comparaison ne 
mène à rien, puisque le rapport de o à o n'eX 



/ 
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pas plus a que b^ oa toute autre quantité quel- 
conque ; et si elles sont des quantités eflèctires y 
on ne peut sans erreur les traiter comme nulles , 
ainsi que le prescrivent les règles de Tanalyse 
infinitésimale. 

La réponse est simple : bien loin de ne pou* 
voir en efiet considérer les quantités infiniment 
petites, ni comme quelque chose de réel, ni comme 
ri^n, on peut dire au contraire qu'on peut à 
volonté les regarder comme nulles ou comme de 
véritables quantités ; car ceux qui voudront les 
regarder comme nulles, peuvent répondre que ce 
qu'ils nomment quantités infiniment petites ne 
sont point dès quantités nulles quelconques , mais 
des quantités nulles assignées par une loi de con- 
tinuité qui en détendine la relation; que parmi 
tous les rapports dont ces quantités sont suscep- 
tibles comme zéro , ils ne considèrent que ceux 
qui sont déterminés par cette loi de Continuité ; 
et qu'enfin ces rapports ne sont point vâgiies ût 
arbitraires^ puisque cette loi de continuité n'as-^ 
signe point, par exemple, plusieurs rapports difi^ 
rens aux difierentielies de l'abscisse et de Vot-* 
donnée d'une courbe lorsque ces difierentielles 
^'évanouissent , mais un seul, qui est celui de ta: 
sous^tangente à l'ordonnée. D'un autre côté , ceux 
qui regardentlesqusintitésinfinimentpetites comme 
de véritables quantités^ peuvent répondre que c« 
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qtfils appellent infiniment petit n'est qu'une gran- 
deur arbitraire et susceptible d'être supposée aussi 
petite qu'on le veut, sans rien changer aux quan- 
tités proposées ; que dès-lors , sans la supposer 
nulle , on peut cependant la traiter comme telle , 
sans qu'il s'ensuive aucune erreur dans le ré- 
sultat, puisque cette erreur, si elle avait lieu, 
serait arbitraire comme la quantité qui l'aurait' 
occasionnée. Or il est évident qu'une pareille 
erreur ne peut exister qu'entre des quantités dont 
quelqu'une au moins soit arbitraire. Donc lors- 
qu'on est parvenu à un résultat qui n'en contient 
plus, et qui exprime une relation quelconque entre 
les quantités données et celles qui sont déter-> 
minées par les conditions du problème, on peut 
assurer que ce résultât est exact, et que par con- 
séquent lés erreur^ qui auraient dû être commises' 
en exprimant ces conditions , ont pu se compenser 
et disparaître par une suite nécessaire et in&illible' 
des opérations du calcul. 

i53. D'autres Géomètres, embarrassés appa-> 
remment par l'objection qu'on vient de discuter, 
se sont attachés simplement à prouver que la mé- 
thode des limites dont les procédés sont rigou- 
reusement exacts dans tous les points, devait 
nécessairement conduire aux mêmes résultats que 
Fanal jse infinitésimale. Mais en convenant que le 
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principe de cette méthcNle est trés-IumineiDC , on 
ne. peut se dissimuler qu'ils ne font qu'éluder la 
difficulté sans la résoudre ; que la méthode des 
limites ne mène aux résultats de l'analyse infini- 
tésimale que par une route difficile et détournée ; 
et qu'enfin cette méthode, loin d'être la même 
que celle du calcul de l'infini, n'est au contraire 
que l'art de s'en passer et d'y suppléer par le 
calcul algébrique ordinaire : en quoi l'on réussi* 
rait d'une manière plus simple^ à ce qu'il me 
semble y par la méthode des indéterminées. 

i53. Il suit de ce que nous venons de dire, 
qu'on peut à volonté considérer les quantités 
infiniment petites ou comme absolument nulles , 
ou comme de véritables quantités ; un motif 
cependant me ferait préférer cette dernière ma- 
nière d'envisager l'analyse infinitésimale; c'est 
que ceux qui la considèrent ainsi , me semblent 
traiter la question d'une manière plus générale 
que les autres. Car ceux-ci en attribuant aux 
quantités infiniment petites la valeur o, font une 
opération inutile; ils paraissent regarder cette 
détermination comme nécessaire , et penser que 
aans elle ils ne pourraient obtenir ce qu'ils 
cherchent; or c'est ce qui n'est pas, puisquô^^ 
ces quantités peuvent toutes s'éliminer sans con- 
4ition&;t c'est-à-dire ^ sans qu'on leur attribue 

aucune 
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aucune valeur détermipée , et pas plus celle qui 
est o qu'aucune autre. .La question paraîf donc 
résolue d'une manière plus générale , lorsqu'on 
laisse dans l'indétermination des quantités qu'oa 
n'est pas obligé de déterminer. 

■* . - . • • . 

DE LA THÉORIE DES PONCTIONS ANALYTIQUES 

OU FONCTIONS DÉRIVÉES. 

i54. Aucune des méthodes pratiquées ,ou 
proposées jusqu'à ce . jour, pour suppléer à la 
méthode d'exhaustion des anciens, et pour la 
réduire en algorithme régulier , n'a paru à 
Lagrange réunir au degré désirable, l'exactitude et 
la simplicité requises dans les sciences mathé- 
matiques. U a pensé néanmoins qu'il n'était pas 
inipossible d'atteindre ce but important, et ses 
recherches à cet égard nous ont valu le grand 
ouvrage qu'il a publié sous le titre de TTiéorie 
des fonctions analytiques , contenant les priri-^ 
cipes du calcul différentiel, dégagés de toute 
considération d^ infiniment petits , d^ évanouis- 
sans , de limites et; de fluxions, et réduits à 
V analyse algébrique des quantités . finies. 
Lagrange a de plus donné, sur le même sujet, un 
autre ouvrage considérable, intitulé , Leçons sur 
le calcul des fonctions, lequel est un commen- 
taire et vm supplément pour le premier. 
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Ceë écrits MQt loarqiléa au coin du geoi^ 
original ei profood, auquel sous devions déjà 
le Calcul des variations et la Mécanique analy- 
tique ; mais cpimne ib doivent se trouver entre 
les mains de tous ceux qui veulent apj^ofondjr 
la science du calcul, je n'en dirai ici qu'un mot. 

Afin de conserver, dans tout le coulrs de aes 
opérations , Fexactiitude rigoureuse dont il s'est 
fidt la. loi de ne jamais s'écarter, LagraQge qui 
&it aussi usage des diâerenfielles , sous une autre 
dénomination et sons une autre notation ^ les 
iponsîdère .comme des quantités finies, indéter- 
ttiinées. En conséquence il ne néglige aucun 
terme , et prend ses di£fêrentielles , comme on le 
fait, dans le calcul aux difiërences finies. C'est 
à quoi il parvient par le théorème tle Taylor , 
dont il fait la base de sa doctrine, et qu'il dé- 
montre directement par l'analyse ordinaire, tandis 
qu'avant M , on ne l'avait encore démontré que 
|>ar le secours même du calcul difiërentieL 

L'auteur parvient ainsi à exprimer , par des 
équatîops rigoureusement exactes , les conditions 
de toute question proposée. Ces équations pa^ 
paissent sans doute deVoir être plus difficiles à 
jl^tablir et plus compliquées que celles qu'on 
pbtient parles procèdes ordinaires de Fanalyse 
infinitésimale; c'est-à-dire, lorsqu'on se permet 
de Uégliger les quantités infiniment petites vis-à-r 



'ÎHéoAtS DBS PONCMOKS. igS 

Tb ded quantités finieSi Mais commç les unes et 
lès autres de ces équations ne peuvent jamais 
conduire qu'aux mêmes résultats , on sent qu'il 
doit nécessairement exister pour les premières ^ 
des moyens de simplification qui les ramènenit; 
aux autres. O^est ce qui a lieu en effet • l'auteur^ 
par une suite de transformations ingénieuses^ 
parvient à dégager son caieul de tout ce qui 
l'embarrassait inutilement C'est ainsi que ces 
équations reviennent d'elles^m^mes » et sans qu'on 
soit <^ligé de rien négliger dans le cours des 
opérations y à la simplicité de celles qu^oQ aurait 
pu obtenir immédiatement par les procédés or* 
dinaires de l'analysç infinitésimale. 

l55. Quoique Lagrange prenne set difi^^ 
rentielles comme si c^était des di^rences finies f 
elles ont un caractère qui les distingue essentiel* 
kment de celles-ci; c'est qu^elles demeurent tou^ 
jours indéterqiinées, de sorte qu'on reste m^tTé^ 
pendant tout le cours du calcul, de les rendra 
aussi petites qu'on le veut, sans rien changer 
à la valeur des quantités dont on cfaereke k 
relation; ce qui fournit des moyens d^élimination 
qui n'appartiennent point au calcul ordibatrede^ 
différences finies y dans lequel ces différences sont 
fixes. 

i56. n est Êicile de remarquer Tandlogie qui 
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(existe entre la théorie des fonctions analytiques i 
celle du calcul infinitésimal ordinaire, et la ûiéthode 
des indéterminées dont nous avons parlé (119). 
En effet, les difierences prises sans rien négliger , 
comme on le Eiit dans la théorie des fonctions 

m 

analytiques, par la formule de Taylor, sont des 
Séries. Or, comme Tobsenre Lagrange lui-même, 
tous les problèmes dont la solution exige le calcul 
difierentiel, dépendent uniquement du premier 
terme de chacune de ces séries, et toutes les 
méthodes n'ont d^aulre but , que de détacher et 
ffisoler, pour ainsi dire, ce premier terme du 
resté' de la série. Le calcul différentiel ordinaire 
remplit immédiatement cet objet, en négligeant, 
dès le premier moment, tous les autres, comme 
d'ils étaient nuls ; dans la méthode des indéter- 
minées , on les sous-entend seulement, comme 
devant nécessairement se détruire les uns par 
les autres dans le résultat du calcul: dans la 
théorie des fonctions enfin, on les fait réellement 
etdr^r dans l'expression des conditions du pro- 
blème^ et on les dégage ensuite par diverses 
Ijransformations , fondées sur ce que tous ces 
termes ont pour facteur commun un accrois- 
sement de variable qu'on est maître de supposer 
çiussi petit qu'on le veut; tandis que le premier 
terme -de la série en est indépendant: ce qui 
.rentre évidemment dans la méthode des indé- 
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terminées , par laquelle on est conduit à des 
équations dont chacun des termes 0rÎ8 séparé- 
ment est égal à zéro. 

167. Le véritable obstacle à l'adoption d'une 
Tnéthode aussi lumineuse, est la nouveauté de 
l'algorithme, pour lequel il faudrait abandonner 
<3elui qu'une longue habitude a consacré , et 
d'après lequel sont rédigés tous les ouvrages ori- 
ginaux qui ont paru depuis un siècle j ainsi, par 
^x^mple, il faudrait refondre toutes les collec- 
tions académiques, tous les écrits d'Euleret ceux 
de Lagrange lui-même. Cette pensée était la sienne, 
lorsqu'il publia la nouvelle édition de sa Méca- 
nique analytique 3 il n'y emploie point son algo- 
rithme, et voici comment îî s'exprime à ce sujet, 
dans l'avertissement qu'il a mis à la tête de ce 
dernier ouvrage. 

(c On a conservé la notation ordînafré^ caîcul 
y> difierentiel , parce qu'elle répond au «ystànoe 
y) des infiniment petits adqpté dans ce ftraité. 
y> Lorsqu'on a bien conçu Fesprit de cé^ système, 
y> et qu'on s'^est convaincu de l'exactitude de ses 
y) résultats , par la méthode géométrique des 
y> premières et dernières raisons , ou par & me- , 
y> tbode analytique des fonctions- déri^éîes j on 
3> peut employer les infiniment petits comme ua 
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3>. inôtrument sûr et commode pour abréger et 
y^ simplifie^ les démonstrations, j^ 

, 1 5&. Depuis quelques années , John Landen ^ 
Mvant géomètre .anglais^, avait tenté ^, non. sans 
succès, de ramener le calcul infinitésimal à Pal- 
gèbre ordinaire. Lagrange, qui se plaisait à Êiire 
ressortir le mérite des autres, parce qu'il se sentait 
assez riche de ses propres découvertes, cite hono- 
rablement John Landen,, et voici comment il 
s'exprime à ce sujet : 

ce C'est pour prévenir ces difficultés, qu'un ha- 
^ bile géomètre anglais, qui a &ît dans Panalyse 
j». des découvertes importantes, a. proposé dans 
if> ees derniers temps , de substituer à )a méthode 

> des Sussions jusqu'alors suivie scrupuleusement 
y> par tous les géomètiies anglais, une autre me- 
^ thode purement analytique , et analogue à la 
» méthode dififêrentielle , mais dans laqueUe, au 

> lieu de n'employer que les di£ërences infini- 
oût ment petites ou nulles des quantités variables^ 
^ on emploie d'abord les valeurs différentes de 
» ees quantités , qu'on égale ensuite , après avoir 
» Eût disparaître par k division le Êicteur que 

> cette égalité rendait nul. Par ce moyen > on 
:» évite à la vérité les infiniment petits et lesquan- 
» tités évanouissantes^ mais les procédés et les 
.9 s^iicatiQits du calcul s^mt embarrassans et 
>j) peu naturels j^ et on doit convenir que cetta 
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I 

% maîiiâi'e de rendre le calcul plus rigo(»reux dand 
» ses principe» , lui fait pérAre ses prihcipausi 
j> avantages, la simplicité de la xkiéthode et la 
-» facilité des opérations. y> 

La théorie des fonctions analytiques n'est peut^ 
être pas elle-même exempte ^ne partie de ce* 
inconyéniens ; c'est à Ceux qui ont acquis Phabi- 
tudé de s'en servir, qull appartient d*en juger. 

CONCLUSION GÉNÉRALE. 

iSç). Les diverses méthodes! dont nous aronÀ 
donné l'idée dans cet écrit, ne sont à proprement 
parler qu'une seule et même méthode, j^ésentée 
sous divers points de vue. C'est toujours la mé* 
Xhode d'exhaustion des anciens, plus ott moins 
simplifiée, plus ou moins heureûsenlenf appro- 
priée aux besoins du calcul , et enfin réduite eii 
un algorithme régulier. 

Mais cet algorithme est d'une haute impor-* 
tance, il est pour la méthode d'exhauëtioil ce 
qu'est l'algèbre ordinaire pour la pure synthèse j 
les anciens ne connaissaient que la synthèse et lé 
méthode ^exhaustion, qui n'est elle-même qu'une 
branche de la synthèse : les modernes en imagi- 
nant l'algèbre ordinaire et l'algorithme infinité- 
simal ; se sont procuré des avantages immenses* 
C'est un instrument avec lequel ils abrègent et 
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facilitent le Irdvail de Pesprit y en le rédiûsânt pour 
ainsi dire ea travail niécanique. Les symboles 
* algébriques.ne sont pas seulement , ce qu'est récri- 
ture à la pensée, un moyen de la pdndre et de 
la .fixer ; ils réagissent sur la pensée même y ils la 
dirigent jusqu'à un certain point, et il suffit de les 
jiéplaeer sur le papier, suivant * certaines .règles 
fort simples , pour arriver in&illiblement à de 
nouvelles vérités. 

i6o. Les symboles algébriques font plus : ils 
introduisent dans les combinaisons ^ des formes 
purement imaginaires > des êtres fictifs qui ne 
peuvent exister ni même être compris, et qui 
cependant n'en sont pas moins utiles. On les 
einploie auxiUairement comme termes de com- 
pariaison, pour faciliter le rapprochement des 
véritables quantités dont on veut obtenir la re- 
lation, et on les élimine ensuite par des Êransr- 
formations qui ^^ ne sont elles-mêmes pour ainsi 
diire que l'ouvrage de la main. 

Cet admirable instrument des sciences exactes 
n'a pu être que le produit des recherches accu- 
mulées des plus profonds génies, et peut-être de 
quelques hasards iieureux. Mais il - ne faut pas 
perdre de vue que ce n'est qu'un instrument feit 
pour seconder les eflbrts de l'imagination et noa 
l>our en détendre lea ressorts^ c'est toujours uq 
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ïnoyen indirect inventé pour suppléer à la Êd- 
blêsse de notre esprit ; on^ ne doit l'employer qu*à 
regret, et pour vaincre les difficultés ou généra- 
liser les questions ; et c'est un abus que d^y re- 
courir sans aucun besoin^ comme dans les pre- 
miers élémens des sciences, où il cause plus d'em- 
barras qu'il ne jette de véritables lumières* 

161. Bien loin d'employer l'analyse à établir 
les vérités élémentaires, nous devons les dégager 
de tout ce qui nous empêche de les apercevoir 
le plus distinctement possible , et de reconnaître 
le cbemin qui y conduit. C«ux qui réussissent à 
nou9 fedre voir presque intuitivement des résultats 
auxquels on n'était parvenu avant eux, que par 
le secours d'une analyse compliquée, ne nous 
procurent ils pas toujours autant de plaisir que 
de surprise? pourvu que ce ne soit jamais que 
d'une manière simple, et sans augmenter les diffi- 
cultés. 

.162. Les principes de l'algèbre ordinaire sont 
beaucoup moins clairs et moins bien établis que 
ceux de l'analyse infinitésimale, en ce qui distingue 
celltf-ci de la première (1) j la métaphysique de la 



• • •• ,. 

(1) Voyez la note qui a été mise à la suite de cet Ouvràge^V 
parce qu'elle était trop longue pour être placée^cL 
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régie des signes, lorsqu'on veut Tapprôfondâr^ 
bien autrement difficile que celle des quantités 
infiniment petites : famais cette r^c n'a été dé^ 
montrée d'une manière satisfisdsante ; eHe ne parait 
pas même susceptible de l'être, et cependant elle 
sert de base à toute l'algèbre : que gagne- 1- on 
donc à substituer celle - ci à l'aind jse infinitési- 
maie ? puisque les procédés de la première sont 
d'ailleurs beaucoup plus compliqués que cens: de 
la seconde , pour les objets qui soi^ du ressort 
naturel de ceUe-<;i< 

Jamais Pexprosaion analytique d'un objet ne 
peut-être aussi nette que la perception imméifiate 
de cet objet lufHtnéme : c'est regarder dans un 
miroir ce qu'on peut voir directement. Cette ex- 
pression analytique ' peut 'être embarrassée de 
foritnes imàginmres ou indiquer des opérations 
inexécutables : ^finir un objet sensible par d« 
semblables expressions, c'est non-seulemenf em* 
ployer inutilement un moyen indirect , mais c'est 
représenter une chose claire d'elle-même par un 
symbole qui Fest beaucoup moins : je citerai à ce 
sujet un passage bien remarquaUe d'Euler, l'anar 
lyste par excellence du siècle deniier. {Mémoire 
de ¥ Académie de Berlin^ année ijS4. ) 

K II y a des personnes, dit-il, qui prétendent 
» que la géométrie et l'analyse ne demandent 
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» pas beaucoup de raisonnemens ; ils s'imaginent 
» que les règles que ces sciences nous prescrivent^ 
» renferment déjà les connaissances nécessaires 
y> pour paryeiiir à la solution, et qu'on n'a qu'à 
» exécuter lés opérations conformément à ces 
y> règles, sans se mettre en peine des raisomi&^ 
y> mens sur lesquels ces règles sont fondées. Cetta 
» opinion , si elle était fondée , serait bien con« 
» traire au sentimenjt presque général, où l'on 
D regarde la géométrie «et l'analyse comme les 
7> moyens les plus propres à cultiver l'esprit et 
3> à mettre en exercice la fiiculté de raisonner. 
7> Quoique ces gens aient une teinture des mathé- 
j> matiques, il &ut pourtant qu'ils se soient peu 
y> appliqués à la résolution des problèmes un peâ 
» difiiciles ; car ils se seraient bientdt aperçus 
]»^que la seule application des règles prescrites 
» est d'un bien faible secours pour résoudre ce6 
» sortes de problèmes , et qu'il &ut auparavant 
» examine^ bien sérieusement toutes les circons-*^ 
» tances du problème , et tàke là-^ssus quantité 
» de raisonnemens, avant qu'on puisse employer 
» ces règles, qui renferment le reste des raison^ 
» joemens dont nous ne nous apercevons presque 
j> point en poursuivant le calcul. Cest cette pré- 
» paratîon nécessaire avant que de recourir au 
» calcul, qui exige très-souvent une pluslcmguà 
3) suite de raisonnemens, que peut-être aucune 
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» autre science n'exige jamais ; et où l'on a ce 
7> grand avantage , qu'on peut s'assbter de leur 
» justesse, pendant que dans les autres sciences 
y> on est souvent obligé dé s'arrêter à des raison- 
y> nemens peu convaincans. Mais aussi le calcul 
y> même y quoique l'analyse en prescrive les règles^ 
» doit partout être soutenu par un raisonnement 
y> solide , au défaut duquel on court risque de se 
» tromper à tout moment. Le géomètre trouve 
» donc partout occasion d'exercer son esprit par 
» des raisonnemens qui le doivent conduire dam 
3!> la solution de tous les problèmes difficiles qu'il 
y> entreprend ; et à moins qu'il ne soit bien sur 
» ses gardes, il est à craindre qu'il ne tombe sur 
» des solutions fausses. » _ . _ 

i63; La règle doit être, ce nâe semdble, de 
prendre toujours la voie la plus simple, et à dif 
ficultés égales, de prendre la plus lumineuse, 
aucun moyen ne doit être exclusif. Ainsi pour en 
revenir à notre objet, parmi les méthodes dont 
nous avons parlé, il faut, pour l'usage . habituel^ 
choisir celle qui mène en général au but^ par la 
route la plus courte et la plus facile, mais sans 
rejeter aucune des autres, parce que ce sont 
d'abord en elles-mêmes de belles spéculations 
pour l'esprit, et ensuite parce qu'il n'y en a pas 
une, peut-être j qui ne puisse conduire à cjaelqu^ 
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Vérité jusqu'alors inconnue, ou procurer dans 
certains cas un résultat inattendu , oa une solu- 
tion plus élégante que toutes les autres. 

l64. Mais parmi toutes ces méthodes qui ont 
leur origine commune dans la méthode d'exhaus- 
tioh des anciens, queUe est celle qui offre le plus 
d'avantage pour Fus^ge habituel? il me semble 
qu'il est généralement convenu que c'est Fanalyse 
leibnitzienne. 

Les travaux de Descartes , de Pascal , de Fermât, 
de Huyghens, de Barrow, de Roberval, de Wallis, 
de Newton, surtout, prouvent que l'on touchait 
depuis long- temps à cette grande découverte, 
lorsqu'elle fut proclamée par Leibnitz ; et je pense 
qu'il n'est aucun de ces illustres géomètres qui 
ne l'eût faite, s'il eût soupçonné qu'il y avait à 
cet égard une grande découverte à faire j ç'est-^ 
à-dlre, qu'il n'y en a pas un d'entre eux qui n'eût 
trouvé un moyen pour réduire en algorithme la 
méthode d'exbaustion, si l'idée lui fut venue de 
la chercher, et qu'il eût prévu toute la fécon- 
dité dont pourrait être quelque jour un pareil 
moyen. Peut-être même que. parmi les divers 
algoorithmes créés par tant.de génies originaux, 
il s'en serait trouvé quelques-uns qui eussent 
obtenu la préférence sur celui de Leibnitz, que 
4'hdbiUide a consacré.pairmi qou»^ mon moins que 

/ 
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les précieux et immenses trayaux qui sont dujourr 
dliw revêtus des formes de cet algorithme* 

1 65. « On peut, dit Lagrange, regarder Fermât 
» comme le premier inventeur des nouveaux 
» calculs. 

» Barrow imagina de substituer aux quantités 
» qui doivent être supposées nulles suivant Fer- 
» mat) des quantités réelles, mais infiniment 
» petites, et il donna, en 1674, sa méthode des 
» tangentes , où il considère la courbe comnme un 
y> polygone d'une infinité de côtés ; mais ce calcul 
y) n'était encore qu'ébauché, car il ne s'appliquait 
>) qu'aux expressions rationnelles. . . 

» Il restait donc à trouver oh algorithme sîitiph 
» et général, applicable à toutes sortes d'exprès» 
^> sions , par lequel on pût passçr directement et 
» sans aucune réduction , des formules algébrique 
^> à leurs différentielles. C'est ce que Leibnitz « 
y> àoané dix ans après. Il parait que Néwtbn était 
-» parvenu, dans le même teaxp^ ou un peu aupa* 
» ravant, aux mêmes abrégés de calcul pour les 
> dififêrentiatîons. Mais c'est dans la formation des 
y^ équaticHis dififêrentielles et dans leur intégration , 
y> que consiste le grand mérite et la force priù- 
7> cipale des nouveaux calculs ; et sur ce point il 
y> me semble que la gloire de l'invention est 



/ 



\ 



COKCI^USION GÉNIALE. ùiyj 

y^ presque uniquement due à Leibnitz, et surtout 
:» aux Bernoulli. % 

i66. U paraîtrait bien difficile maintenant de 
quitter la route qui ùous a été ouverte par ces 
illustres géomètres ; de se rompre à une nouvelle 
manière de voir , à une nouvelle notation , à de 
nouvelles locutions. Lagrange lui-même recon* 
naît, comme ncms Tavons déjà dit (157), que la 
méthode infinitésimale , telle qu'on l'emploie au- 
jourd'hui, est tin moyen sûr d'abréviation et de 
^impUfication , et il a cru devoir les adopter dans 
ia nouvelle édition de sa Mécanique analytique , 
de préférence à ceux qu'il venait de proposer lu^ 
même dans sa Théorie des fonctions analytiques. 
Il est donc à présumer qu'il n'a considéré ce 
dernier ouvrage que «îomme un cadre profère à 
rassembla sens un même point de vue, une 
multitude d'artifices* sufialy tiques qu'il avait dé-r 
couverts dans le cours de ses travaux, et afin 
d'avoir une occasion de développer méthodique^ 
ment les prodi^gienses ressources de son génie 
pour le calcul. 

. # • 

167. J'ai ouï dire plusieurs fois à ce^profi)nd 
penseur, que le véritable secret de l'analyse con- 
disteât dans l'art de saisir les divers degpés d'ii)^ 
^tennination dont la quantité est susceptible j 
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idée dont je fus toujours pçoétré, et qui m'a fait 
regarder la méthode des indéterminées de Des- 
cartes CQ^iroe le plus important des corollaires 
de la méthode d^e^austion. 
. En effet, dans toutes les branches de l'analyse 
prise généralement, nous voyons que ses pro- 
cédés sont toujours fondés sur les divers degrés 
d'indétermination des quantités qu'elle compare. 
Un nombre abstrait est moins déterminé qu'un 
nombre concret, parce que celui-ci ^cifie non- 
seulement le combien du nombre, mais encore 
là qualité de l'objet «ounûs au calcul ; les quan- 
tités algébriques sont plus indéterminées que les 
nombres abstraits, parce qu'elles ne spécifient pas 
même le combien : parmi ces dernières, les va- 
riables sont plus indéterminées que les constantes, 
parce que celles-ci sont considérées comme fixes 
pendant une plus longue période de calcul ; les 
quantités infinitésimales sont plus indéterminées 
que les simples variables, parce quelles demeurent 
encore susceptibles de mutation, lors même qu'on 
est déjà convenu de considérei: les autres comme 
fixes ; enfin les variations sont plus indéterminées 
que les simples différentielles , parce que celles-ci 
sont assujéties à varier suivant une loi donnée, 
au lieu que la loi suivant laquelle on feit changer 
les autres esf arbitraire. Rien rie termine cette - 
échellç des divers degrés d'iridéteriaination , et 

çest 
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i(](^€8t«prédsâaQ;eDt datis cet aissemblagé de quan-^ 
tites pki6 ou moins défilues; pluà ou moins arhi^ 
tràires^ qu'est le principe fécond de la méthode 
générale des indéterminées, dont le calcul infini- 
tésimal n'est véritaMement qu'une heureuse appli-^ 
cation. > . • ^ ■ 

^ Ces quantités , tpÂ d^tme part sont liées à l'état 
de la question, tandis que de l'autre cm demeuré 
libre de leur attribuer des Valeurs plus ou moinà 
grandes, ces quantités, dis-|e, qui sont (en quelque 
dorte. semirarbitraires , nous font sentir la néces-^ 
site de la distinction que nous avons établie entré 
les quantités désignées et lés quantités non dé^ 
signées ; distinction qui n'est pas la ménie que 
ceUe qui existe entre les constantes et les vai 
riables; car les quantités désignées comprennent 
les constantes et les yariables dont on cherche 
la relation, ou qui en sont' des fonctions exblu- 
sives; c'est4i-^é, toutes celles qui peuvent entrer 
dans le résultat du calcul, tandis que les quantités 
non désignées en sont nécessairement exclues^. 
Celles*ci ne peuvent donc ràtrer que comme 
auxiliaires, elles ne servent qu'à'rendre plus &cilè 
l'expression des conditions du problème^ après 
qiioi tous les soins du caloulateur doivent se diri^ 
gër vers leur élinûnatioâ, qui est indispensable 
dans tous les cas, et qui annonce toujours^ quand 
elle est faite, que ce calcul perd dès-lors son 

1^ 
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premier caractère de calcul infinitésinial , pmir 
rentrer dans le domaine de Fatgèbre érdfaïaîré. 



168. Là méthode ded liBtttw on dM prcnsiiérirar 
et dernière raisons ^ ne dispense point de ht dte- 
tinction au moins tacite , de ces quantités dé- 
signées et non désignées; car la limite d'une quan- 
tité n'est antre chose que le terme dont cette 
autre quantité est supposée s'approcher cocAi-* 
Buelfement, ^osqu'à en diifêrer amssi peu qu>on kl 
veut Cette linûle est donc considérée cbflàmc^ 
fixe y et par conséquent comme une quantité dé- 
signée , tandis que Pftuti^e pouvant s'approchelr de 
cette limite autant qu'on le vent, reste toujours 
arbitraire ou non désignée, et tie peut entrer dans 
le résultat du calcul* 

169* On voit paor là que Fex^esaion de &iiite 
n'est ni plœ ni mmas diflGkâte à définir exacte- 
Bient, que celle de qmntité înfimm^it petite , et 
que par conséquent c'est une errem* ^le croire 
que la méthode des limites soit plus rigoureuse 
que celle de Fanalyse infinitésimale wdmaire ; car 
pour procéder en rigueur par la nrétbpde des 
limites^ il faut préalabtement définir ce que c'^^t 
qu'une liauté : cr la d^tence d'une quantité quel* 
^conqiie a safinûte^ est précisément ce qu'on nomflie 
ou ce i|U'on doit nonuner une quantité infiniment 
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j^ltite ; hme n'est donc pas plus difficile à com' 
prendre que l'autre , et si la inéthodé des limites 
est a:acte, comme on ne saurait en douter, il n'y 
a aucune raison pour que l'analyse inânîtésimale 
ne le soit pâsi» 

170. Mais celleH^ a sur là première de très-» 
grands avantages, c'est que dans la métibode des 
Hmites on ne se permet pcwit de faire entrer 
séparément dans le calcul ces quantités semi^ 
arbitraires que nous appelons quantités non dé-^ 
signées, on n'y admet pas même leurs rapports, 
mais seulement les limites de ces rapports^ 
lesquelles sont des quantités désignées. Par là 
on est privé des moyens de combinaison et de 
tran^rmta<i(»i ^ que prooireà l'analyse infinitési-^ 
maie, la fiiculté qu'elle se doline et qu'elle démontre 
avoir le droit de se donner , d^opérer isolément 
aor ces quantités auxiliaires, acuité qui constitue 
l'un des prindpaux avanteges de son algorithme. 
L'analyse infinitésimale est^nc un perfectionne-^ 
ment de la méthode des limites , c'est un usage 
plus ét^idu, plus hardi, de la première, et qui 
n'en est ni moins exact ni moins lumineux; 



\ 



171. Au reste, ce n'est pas dans l'exposé même 
des principes que peut se Ëiire sentir l'avantage 
de la méthodeiafinitésimate. sur toutes leà^utres;^ 
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Toutes sont à peu près également daifes dans 
kurs principes; mais fl n'est pas également feçile 
de les .appliquer à des questions partieulières. Là 
principale difficulté est alors de mettre les pro- 
blèmes en équation , ce qui, au contraire y est géné- 
ralement trës-fiicile dans la méthode infinitési- 
male : parce que dès qu'on se refuse à admettre^ 
fi'ancbrâoent dans le calcul, l'espèce de quantités, 
que nous avons noBopiées infiniment petites ; les 
moyens de comparuson se trouvent restreints ; 
en est «c^ligé de ippenàre des détours pour arriver 
au même but, et cette difficulté se fait bien moins 
sentir eneope dans les phrases algébriques et dans 
les opérations quelconques , que deins les proposi- 
tions ou raisonoemens qui les préparent ou qui 
auppléént .à ces opérations. Un exemple sufibra 
pour &ire sentir à cet égard la supériorité de la 
méthode innmtesimale. 

Ft^posods-nous d'éacDoetr le fiuoàeux principe 
des vitesses virtuelles. Le voîd d'après L^range, 
dans sa Mécani(pie anatftique : 

w 

te Si un ^stèmè quelcoîtque de tant de corps 
% ouptjifUs que Von veut, tirés chacun par des 
y> puissances quelconques, est en équilibre, et 
^ qu'on donne à ce système un petit nUmve- 
7> meM quela>nque , en vertu duquel chaque 
i> pomt parcourt un espace infiniment petit 
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y> qui exprimera sa imitasse piHuellè', la sommif 
> des puissances iiiulHpliées ehùcuMepar tes-- 
j> pace que le point oii elle est applupêée , par^ 
» court suivant la direction de cette même 
y> puissance y sera égale à zéro, en regardtml 
>» comme poiitifs les petits espaces parcourus 
7^ dans le sens des puissances, et comme né-- 
y> gatifs les espaces parcourus dans un sens 
» opposé. » 

Maintenant je demande comment ceux qui i^ 
fettent les texpressions admises dans le cafeul in- 
finitésimal, pourront énoncer cette proposUion 
aussi clairement que nons venons de le fiiire 
d'après le célèbre auteur de la Mécanique ana- 
lytique ?€hr, toutes les matbénâtiques ne éônt^ 
à pri^ement parler /qulane suite de locutions 
èeniblables : ce serait donc se jeter dans des lon- 
gueurs et des dl£Scultés inéxtncri>Ie!5 que d& les 
abandonner : il faudrait pour s'y déterminer, qu'on 
pût craindre quelques erreurs dans les résultats. 
Or tout le monde convient que la méliiode' est 
in&illible dans ses résultats;. 

1 7 a . U &ut remarquer quedans les rec^eréhes 
mathématiques, c'est naturellep^ent sur les qaan-* 
tités appelées infiniment petites elles-mêmes, que 
se fixe l'imagination, et non sur les limites de 
teurs rapports. Si Ton. me demande^ le volume 
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^'un corps terminé par unesur&ce courbe, jlmar 
gine réellement ce volume partagé. en un grand 
nombre de tranches ou même de particules. Ce 
eont bien ces tranches ou ces particule elles- 
mêmes que fe considère, et non les divers rapports 
qu'elles peuvent avoir entre elles, et encore moins 
les limites de ces rapports. Mon • imagination 
cherche un objet sensible ; des formes purement 
algébriques ne lui offriraient rien que jde vague. 
Jm division du volume en tranches ou particules ' 
in'ofïre un tableau, éclaire mon esprit, le guide, 
et &cilite la solution. Je regarde l'une de ces par* 
ticules comme l'élénient de la quantité totale, que 
je considère en effet comme la sonune de tous 
ces élémens : je cherche donc rexpression diflfiî- 
rentielle qui doit représenter cette particule , en 
négligeant ce que les règles dû calcul m'autorisent 
à omettre. J'applique alors à cette expression 
différentielle, les formules connues du calcul in^ 
tégral , et c'est ainsi que je parviens sans beau- 
coup de peine, à résoudre tel problème qui aurait 
peut-être résisté à tous les efforts de la méthode . 
d'exhaustion , ou de toute autre dans laquelle on ne 
pourrait faire usage des moyens d'abréviation et 
de simplification, que fcHumit la méthode infinité^ 
simale, 

, iyS, Il est permis de cons^érer les quaitfités 
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iofioimeut getitea^ oq ccmme de vâitables qiaïui^ 
tités , ou coinme absoloment nulli^s ; mai» Vhmn 
ginatioD s'accommode encore mieux, x;e mesem-» 
^le^ de 1$) méthode qui conaidère les ol>)6t3 comm6 
efifectife , que de celle qui les regarde comme ré^ 
dults à ^ro. La loi de contiDuité même, qû seule! 
peut &(er dans chaque cas la yaleur de chacune 
4es fraction! f , lesqudles sans cela resteraient in** 
déterminées, oblige à les comparer avant <|a'elles 
ne s'éymiouissent eiUièrement. B'aflleurs toutes 
ces quantités doiyait être éliminées, et.peuTiœt 
l'être s^ns leur attribuer! aucune yaleur déter-^ 
QÛnée : c'est donc au moins une chose superflue y 
que de les supposer égales à s^rof c'ert particula* 
riser la question quand on peut s'en dîsp^aser, et 
par conséquent c'est la résoudre d'une manière^ 
moins élégante. 

174. Le mérite essentiel, le subliœ^y on peut 
le dire, de la méthode infinitésimale , ^est de i-éunir 
1^ facilité des procédés ordinaires d'un >simplei 
calcul d'approximation, à l'exactitude de$ résultats» 
4e l'analyse ordinaire. Cet avantage iinmiensei 
jetait perdu, ou du moins fort diminué, si à cette! 
méthode pure et simple , telle que nous Fa donnée^ 
Leibnitz , on voulait, sous l'apparence d\ine plus 
grande rigueur soutenue dans tout le cours du 
calcul, en substituer d'autres moins naturelles, 
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meibs commodes, moins ctitéottiies à la marcbe 
probable des inyenlteiirs. Si cette mëtbede^^^ 
exacte dans les résultats , comme persomie m?en 
doute aujourd'hui, si c'est toujows à elle qu'il 
fiât en revenir dans les questions difficiles^ coname 
H parait. encore que tout le monde en convient ^ 
pourquoi recourir à des moyens détournés et com« 
pËqués, pour la suppléer? pourquoi se contenter 
de l'appuyer sur des inductions et sur la confor- 
loiité de ses résultats avec ceux que fournissent 
tes autres méthodes , lorsqu'on peut la démontrer 
directement et généralement, plus facilement, peut^ 
être, qu^aucune de ces méthodes elles-mêmes? 
Les objections (pie Peu a Ëiites contre elle portemt 
foutes sur cette fausse si^po^tièn, que les erreur^ 
commises^. dans le cours du calcul, en y négti-. 
géant les quantités infiniment petites „ sont de^ 
meurées dans le résultat de ce calcul , quelque 
petites qu'on les suppose : or. c^ëst ce qui n^st 
point : rélimmation les emporte toutes nécessaire'- 
ment, et il est singulier qu'ont n'ait pas aperçu 
d'abord dans cette" condition indispensabfe de 
FéiimiuàticHi, le véritable caractère des quantités' 
înfinitœimales , et la réponse dirimante à toutes 
les objections. 
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Relative au ri" 162 de r Ouvrage précédent 



ï. Il y a une analogie remarquable entre la 
théorie des quantités négatives isolées et celle de^ 
quantités infinitésimales, en ce que les unes et les 
autres ne sauraient jamais être employées qu'ausk 
liaireinent, et qa'eUes.doiireiit nécessairenieiit disr 
paraître des jésukats duxalcul, pour que ces ré- 
sultats deviennent par&itement exacts et joitéUi-: 
^les , : jusqu'alors ce^ ne sont que des formes 
algébriques plus ou.moins. impKcites,.et qui ne 
sont susceptibles d'aucune application immédiate^i 

d • Il paraît beaucoup plus difficile d'expliquer 
nettement ce.qu'est une, quantité négative isolée^ 
que de ccNrnpran^To ce qu'est une quantité infi-* 
nitésimale: car ceUe-<;i, comme on Fa vu, est uno 
quantité eflèctive: au lieu que l'autre est un é&% 
de raison , puisqu'on ne pourrait l'obtenir q^e par 
une opération inexécutable. 
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5. ÀTancer qu'une quantité négative isolée ^t 
moindre que o, c'est couvrir la science des im^ 
thématiques, qui doit être celle de Tévidence, 
d'un nuage impénétrable y et s^engager dans un 
labyrinthe de paradoxes tous plus bizarres les um 
que les autres : dire que ce n'est qu'one quantité 
opposée aux quantités positives, c'est ne rien 
dire du tout; parce qu'il &ut expliquer ensuite 
ce que c'est que ces quantités opposées ; recourir 
pour cette explication à de nouvelles idées pre- 
mières semblables à celles de la matière^ du temps 
et de l'espace , c'est déclarer qu'on regarde b 
difficulté comme insoluble, et c'est en &ire naître 
de nouvelles , car si l'on me donne pour exemple de 
quantités opposées , un mouvement vers Porient^ et 
un mouvement v^s l'occi^nt , ou un mouvement 
vers le nord et un mouvement vers le sud ; ja 
demandwai ce que c'est qu\in mouvement vei^ 
le nord^st, vers le nfrrd-ouest, vers le sud-sud- 
ouest , etc. et dé quels signes ces quantités devi^oitf 
être afièctées dans le calcul? 

La ressource des idées premières est sans doute 
. commode pour éluder les difficultés , mais eBe est 
peu philosophique, ïorsqu*elIé n'est pas indispèii^ 
saMe. La métaphysique des sciences peut ne pa^ 
eontribuer beaucoup au progrès des méâiodes^ 
mais il y a des personnes qui s^en ftmt une étu* 
fevorite,, et c'est pour eux que fai compose cet 
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opuscule. On pourrait également renvoyer la 
notion de l'infini mathématique aux idées pre- 
mières, et les calculs fondés sur cette notion n'en 
seraient pas moins susceptibles de toutes les appli^ 
cations qu'on en Mt : cependant y dit d'Alemb^rt, 
« cette métaphysique, dont on a tant écrit, est 
i» encore plus importante , et peut-être plus diifi- 
» cOe à développer que les régies même de ce 
j> calcul. » 

Il me semble qu'on peut dire la même chose 
des quantités négatives isolées, et l'on peut en 
juger par les discussions dont elles ont été l'objet 
parmi les plus célèbres géomètres, 

4. J'ai développé ailleurs ce qui m'a paru être, 
la véritable théorie de ces sortes de quantités, et 
cette théorie a reçu un accueil favorable parmi 
les savans. La seule objection que je sache y 
avoir été faite, est qu'elle peut paraître moins 
simple dans la pratique, que celle qui était géné- 
ralement adoptée. Cet inconvénient, je l'avoue, 
serait considérable s'il existait, mais comme je 
crois que c'est tout le contraire, je vais tâcher 
de résumer ici cette théorie le plus. brièvement 
possible. 



dso NOTE. 

PRINCIPE FONDAMENTAL. 

5. Toute valeur négatiçe trouvée pour une 
inconnue, par la résolution d^une équation, 
exprime, abstraction faite du signe de cette 
valeur, la différence de deux autres qùànUèéSy 
dont la plus grande a été prise pour la plus 
petite , et la plus petite pour la plus grande^ 
dans P expression des conditions du problème. 

Dém. Pour mettre un problème en équations, 
ÇQ commence toujours par procéder comme dans 
la synthèse ; c'est-à-dire , que toutes les quantilâsf 
8ur lesquelles on établit le raisonnement , sont 
considérées comme absolues. Donc si la solution 
au problème est possible, et qu'on n'ait point 
Ait de feusses suppositions , on doit aussi trouy« 
pour chaque quantité une valeur absolue. Donc 
si au contraire on ne trouve qu'une valeur né^ 
gative ou imagioaire, on peut déjà conclure qu'il 
se trouve nécessairement quelque incompatibilité 
entre les conditions du problème et les hypothèses 
sur lesquelles le calcul est établi. 

Maintenant pour connaître en quoi consistent 
ces fausses suppositions qu'on peut bvoir &ites, je 
nomme x l'inconnue pour laquelle on a trouvé 
une valeur négative , et je suppose que cette va^ 
lepr négative soit *>— /i ^ on a donc trouvée = — p^ 
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eqoatiogi dans laqQelie /est une quantité obaôHieti 
soit cettfe quantité absolue /i = m -— /i, m et n 
iétant aussi des quantités absolues» Nous auronis 
par conséquent m > n\ msus , puisqu'au contraire 
dans la mise en équation on a considéré x comn» 
une quantité absolue^ on a donc aussi supposé 
que sa valeur — - f était une quantité absolue , 
c'est-à-dire, qu'on a regardé — ( ra^-^n ) ou 
(n-^m) comme une quantité abscdue. On a 
donc supposé n>my tandis qu'au contraire on a 
réellemept, comme on l'a vu ci-dessus, m>n. 
Donc la Êiùsse supposition qui a été &ite, consiste 
en ce que des deu^ quantités m^ n^ dont p est 
la différence , la plus grande m a été p]:ise pour 
|(l^]^^ petite et jia; pbis petite pour la plus ^ande: 
^ puisque cette quantité absolue p' n'est autre 
çbose que la valeur — p trouvée pour fincon^ 
nue , en feisant abstraction du «igné, il s'ensuit 
que toute valeur négative , etc. ; ce quHl fallait 

àérncflU-er.: 

» 

6.. On pe .peut pas dire prédsément que Fé-* 
qiiation jc s=: — * i^ soit Êiusse , puisqu'elle ex- 
prime exactement les conditions proposées et les 
hypothèses sur lesquelles le calcul est établi; mais 
ce sont ces ^conditioQS elles-niémes ou ces hypo- 
thèses , qui ;^tant contradictoires entre eUes, em- 
pêchent que le résultat du calcul ne puisse avoir 



lieu sans modificatioDS. Il s'agit donc de tr^tiver 
quelles sont les modlficatioiis propres à rendre 
ce résultat expHdte , sans en altérer l'exactituife ^ 
c'est-à-dire , propres à le dégager des quantités 
inintelligibles qu'il contient, ou des opérations 
inexécutables qu'il indique. Or pour cela il j a 
deux corrections à fiiire : la première consiste à 
changer le signe de l'inconnue dans les expres- 
irions algébriques qui la contiennent^ afin que sa 
Taleur dans l'équatioq &iale deyienne positivé : 
la seconde est de feire aux conditions et hjpo- 
tfiéses sur lesquelles le calcul est établi , un chan^ 
gement analogue , afin que les expressions algé- 
briques se trouttent être toujours exactement la 
traduction de ces conditions et hypothèses : c'est 
sur quoi il n'y a pas plus de règles à donner que sur 
la înanïère de mettre un problème en équations : 
tïïBàs ayec un peu d'habitude on aperçoit pour 
Forcynaire très-&cilement quel doit être' le résul-- 
tat de ces modifications , et l'on se borne à fêdre 
la correction nécessaire dans la solution indiquée 
par réquation finale , sans prendre la peine de 
reconnnencer le calcul : c'est ce qu'on appelle 
prendre les valeurs négatives en sens contraire 
des valeurs positives ; ou prendre l^ inconnue 
dans un sens contraire à celui qu^on lui avait 
attribué dans ^expression des conditions du 
problème. La nouydfe théorie ne change abso- 
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iwd à cet égard aux anciens prooédés ; 
die ne fiiit qu'en rendre raison, etisn démontrer 
Texactitude* 



7* Supposons, par exemple, que voulant con- 
naître quelle est la valeur d'un gain présumé, on 
mt .représenté ce gain par x^ et qu'on ait trouvé 
fpur équation finale 

* — —/>> 

tout le monde en conclut sans hésiter, qu'au lieu 
d'un gain présumé, il y a une perte réelle, qui 
est égale à p. Mais il s'agit de le démontrer. Or , 
d'après les pdndpes exposés ci-d^^sus, voici com- 
ment je raisonne. 

Puisque x est un gain présumé, sije noBûne 
m la fortune du joueur après Févénement de ce 
gain , et 71 sa fortune avant l'événement, le pro^. 
falème aura été mis en équations dans Phypothèse 
qu'on avait 

etpar conséquent m>ni donc puisqu^on a trouvé 

Xzssk*^* p^ 

on a supposé aussi ^ 

m^^n^s^-^p ou n^-^m:=sip^ 
donc p étant une quantité absolue , on a supposé 
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n'> m. On a donc supposé d^ike part in*> n, et 
de l'autre n > m; donc on a &it tout ena^xible 
deux hypothèses contradictoires. 

Mais puisque n est la fortune du joueur avant 
révéneinent et m après; le résultat du calcul qui 
donne n>m annonce que le joueur a perdu au 
lieu de gagner; c^st-à*dire^ que pour redresser 
rhjpothèse sur laquelle le calcul était étabK, il 
ikut regarder x connue représentant une perte et 
non un gain, et pour ne pas altérer par la l'exac- 
titude du calcul , il &ut en même temps changer 
le signe, ce qui donnera alors ^ ' 

— «as — /? OU «=/>. 

'i 8. Ce raisoQnement peut ^'q^pliquer a tout 
autre cas; mais il n'est, pas nécessaûre de le ré-> 
péter à chaque fois, de ni^e qu'il n'est pas né- 
cessaire de répéter la démpnsfration d'une . pro- 
position quelconque chaque fois qi^on en fidt 
usage, il suflQit qu'on puisse la ;,donner au hesoio; 
de même il suflBit d'aypir établi le principe fon<^ 
damental , pour detnëurer convaincu qu'il est plus 
qu'inutile derecouri^à desassertionsaussiétranges 
que celle de dire, par exemple , qu'une perte est 
un gain négatif ; ce n'est pas parce qu'une perte 
^t un gisdn négatif qù'iP a &ttu substituer — ? xk 
X et changer en même temps la dénomination de 

gaia 
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^aiû en celle de perte; mais uniquement parce 
qu^on s'était trompé dans la misé en équation, en 
appelant gain ce qui était perte. Il a donc fallu 
rétablir te véritable détioîniDation j et rectifier en 
même temps la faussé con^séquence qu'on avait 
tirée de la première supposition. ^ 

' On 'peut bien dans la conversation , dire qû^une 
perte est un gain négattf, parce que les expressions 
ligurées y sôiit admises ; mais elles sont absolu- 
ment inintélfigibles en mâthématiqiues. Supposons 
que:des joueurs* assis autour d'une table, soient 
convenus que le dixième du profit serja mis dans 
un tronc pour les pauvres : ne rirait-on pas de 
celui qui à la fin ^du jeu, viendraît:réclaTner:^oo 
écus sur le tronc, sous prétexte qu'ayant Êiit un 
gain négatif de looo écus, il doit retirer du trotic 
autant qu'il y aurait mis si son gain eût été positif? 
Ne lui dirait-on pas : nous cofnprenôns tous que 
voris avez perdu looo écus; et nous en sommés 
fâchés pour vous; mais il n'en faut pas moins que 
vos loo écus restent dans le .tronc, parce que 
votre langage; tout clair qu'il est pour dépeindre 
votçe aventure, n'est pas celui dont on se sert 
quand il s'agit de compter? dans le calcul il layt 
appeler chaque chose par son nom. 
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( "-■ 9. Maintenant pour généraliser cette doctt^iné^ 
concevons un système quelconque variable dt^ 

i5 
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quantités. Supposons que les rapports ou relaticOtis 
quelconques qui existent entre ces quantités , 
soient exprimées par dés formules explicites, 
c'est-à-dire, qui ne renferment que des quantités 
absolues et des opérations immédiatement exécu- 
tables. 

Soient m et n deux quelconques de ces quan^ 
tités , dont Tune au moins soit supposée variable , 
et que ces deux quantités , par Tefiet des chànge- 
mens qu'éprouve le système , deviennent alterna-» 
tivement chacune la plus grande des deux ; sup- 
posons enfin que lesformules demeurent les mêmes 
pour toutes les valeurs qu'on attribuera aux deux 
quantités m et 71 ; cela posé : je nombie p la dif- 
férence variable de ces deux quantités Tn^rij 
c'est-ànlire , la plus grande moins la plus petite. 
Puisque par hypothèse m^ n , sont des quantité 
absolues, et qu'elles deviennent altemativemeiit 
chacune plus grande que l'autre, il suit que la 
quantité p sora aussi toujours une quantité ab^ 
solue, et que l'on aura tantôt p=szrn -— ^ , et 
tantôt pz^^n^^my smvant qu'on aura m>n 
ou 7z>m. . 

Représentons par y la quantité p potir le cas 
où l'on a m > n, et par j/ pour le cas où l'on a 
n>m \ cela posé, les valeurs de p' sont toutes 
appelées directes lesxinesa l'égard des autres, 
aussi l^iea que toutes les valeurs de p" entre elles 3 
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mais les valeurs de p sont dites inverses à l'é- 
gard des valeurs de /?", et réciproquement. 

Ces quantités n'en sont pas moins toutes* 
des quantités absolues , puisqu'elles n'expriment 
jamais que là plus grande des deux quantités ab-» 
solues rriy Hy moins la plus petite; mais elles ne 
sauraient avoir lieu simultanément , et elles se rap* 
portent à diflerens états consécutifs du système: 

Maintenant considérons ce systèmie dans un 
état quelconque, et que dans leà formules qifl s'y 
rapportent, se trouve la quantité//. Voyons com- 
ment je pourrais en éliminer cette quantité p\ et 
y faire entrer à sa place la quantité p" inverse à 
l'égard de l'autre. 

Je commence par mettre au lieu de p' la quan- 
tité ( m — 71 ) qui lui est égale : ensuite j'ob- 
serve que les formules s'appliquent par hypothèse 
à toutes les valeurs qui doivent être attribuées à 
m et k Tiy lesquelles peuvent devenir alternati- 
vement chacune plus grande que l'autre; je puisJ 
donc supposer que le système change de manière 
que n devienne plus grande que m^ sans que ces 
formules entré m et n cessent d'avoir lieu. Sup- 
posons dotic en effet n > m ; m — n devient 
une quantité înintelHgîble , jcila mets sous cette 
fofme— (n — Tfe), et puisque nfeiîs avons alors 
(n—-7n) ï^jP", nous aurons — p' à substituer à 
— (n — m ) qui avait elle-même été substituée 
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à (ot— 7ï) et celle-ci à p. Donc le tout; se réduit 
à substituer immédiatement — p'' au lieu de p\ 
ou 9 ce qui revient au même , il n'y a qu'à mettre 
partout p y et lorsqu'on voudra passer d'un état 
du système, à l'autre, il &udra i"" changer le signe 
de cette quantité absolue; s* lui attribuer en même 
temps la signification d'une quantité inverse re- 
lativement à celle qu'on lui avait attribuée d'abord : 
opération semblable à celle que nous avons in- 
diquée ci-dessus pour le gain et la perte. De là 
nous pouvons, conclure ce principe généraL 

lo. Toutes les fois qu'on veut passer d^iin 
état quelconque du système à un ^ autre y et 
rendre immédiatement applicables à celui-ci 
les formules qui étaient immédiatement appli- 
cables au premier; il faut changer le signe de 
toutes les quantités qui se trouvent respective- 
ment inverses y de run à Vautre de ces étati 
différens du même système. 

Et réciproquement : 

Si dans les formules qui sont immédiat»- 
ment applicables à un état quelconque du sys- 
tème , on vient à changer le signe d^une ou de 
plusieurs des quantités qui y entrent , les for- 
inules ainsi modifiées n^ appartiendront plus 
au même état de système, mais à util autre , 
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Jont les qaantué, qui ont été changées désigne', 
se trouvent respectivement inverses y à T égard 
de leurs correspondantes dans le premier état 
du système. 

1 1 « Si Ton ne changeait pas le signe des quan- 
tités qui cfeins le nouvel état du système , se troi>- 
vent inverses à Fégard de leurs correspondantes 
dans le pmnier, il est évident qu'en tirant leurs va- 
leurs par la résolution des équations , ces valeurs 
seraient négatives, parce qu'elles porteraient par- 
tout le signe contraire à celui qu'elles doivent avoir; 
c'est ce qui fait que l'on exprime ordinairement cet 
état de choses, en disant que ces quantités de- 
viennent négatives : mais cette expression est 
très-impropre, et capable d'induire en erreur, 
car ce ne sont point ces. quantités elles-mêmes 
qui deviennent négatives , mais ce sont seulement 
îes vateurs que^ leur assignent les équations. Or 
ces valeurs sdint fausses, les véritables valeurs 
sont celles qui n'bnt lieu que quand le change- 
ment de signe est fait; jusque-là l'opération n'est 
pas complète, les quantités appartiennent au nou- 
vel état du système quant à leurs valeurs ab- 
solues , et à i^ncien , quant aux signes dont eHea 
sont affectées. ' 

Il ne faut donc point perdre de vue que les 
quantités dites inverses ne le sont jjamais que 
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respectivement d'un état à l'autre du même sys- 
tème; que ce ne sont jamais que des quantités 
absolues 9 qui se trouvent tantôt positives, tantôt 
négatives, suivant les transformations que I'od 
fait subir aux équations où elles se . trouvent ; et 
qu'enfin aucune quantité n'est négative par sa 
nature , mais seulement par le signe qui h pré- 
cède transitoirement dans les eicpressions algé- 
briques. Le signe p/us marque i'additicm, le eigoe 
, moim marque la soustraction, rien au-delà; toot 
, autre • emploi de ces signes n'est que l'eflet d'une 
transformation. algébrique, qui ne s'admet dans 
. le calcul que par induction. 

13. C'est l'habitude du calcul qui apprend à 
discerner tout de suite les quantités qui de- 
viennent inverses, en passant d'un état à l'autre 
du système, et qui par conséquent doivent changer 
de signe lorsqu'on veut rendre immédiatement 
applicable à ce second état du système les for- 
. mules qui ne se rapportaient explicitement qu'au 
premier. Tout le monde, par exemple, aperçoit 
que quand on veut appliquer les formules trouvées 
pour le cosinus d'un arc moindre que le qo^rt 
de la circonférence, au cosinus d'un arc plus grand 
que le quart et moindre que les troâs; quarts, i' 
iaut en changer le signe : mais ce n'est pas, confim^ 
on le suppose ordinairement , que ce cosinus de- 



vienne négatif; il peut être tantôt m^atif et tantôt 
positif, suivant qu'on le fera passer d'un membre de 
Féquation à l'autre, où il pourra se trouver j mais 
par lui-même , c'^st toujours une quantité altôolue , 
et c'est pour cette raison même qu'il feut chjsujger 
le signe qu'il avait dans les formules du système 
primitif, c'est-à-dire, du premier quart de circon- 
férence sur lequel les raisonnemens ont été établis* 
Autrement ces formules, qui étaient exactes pour 
ce premier quadrana, ne le seraient pas pour le 
second, comme cela se prouve évidemment en 
cherchant directement par la synthèse lep for-^ 
mules relatives à ce second quadrans. 

En supposant d'une part, comme on le feit ordi- 
nairement , que les formules immédiab^nent.appli7 
cables aux angles aigus le sont égalen^At aux 
angles obtus, et de l'autre^ que le cosinus desangles 
obtus est négatif, on fait tout à la fois deux dusses 
suppositions; mais ces dusses suppositions se 
corrigent l'une par l'autre : car si Foj» noip^e a 
l'ange aigu, on aura cosasssi— sinversa; ainsi 
en supposant que la même fQrm.ule s'applique à 
l'angle obtus ,^ on suppose également q\ie le cosinus 
decelui-ci est i-r- siu vers a > tandis qu'au contraire 
il est réellement sin vers a- — i » Onmet donc dans* 
le calcul .1 1— sin vers a au lieu de sin vers a — i y 
ou 1— sin vers a au lieu de — (i— sin vers a), ou 
cos a au Iku de .-«- cos a« - ., 



Mais drâiine en rerta de la séeotiâe sapposî-^ 
tien, le cosinus d'un angle obtiis est regardé comme 
négatif, c'est-à-dire, comme devant changer de 
«igné dkms ie résultat du calcul, on remet d^ns 
ce résultat -^ cos a au lieu de cos a. De sorte» 
<|ue par lés deux opérations, successives on 
met d'abord cos a au Heu de — cos^, et ensuite 
«^ cos a au lieu de cos a^ ce qui revient'^m même 
que si Ton n'avait rien changé* Maison y a trouv4 
ainsi l'avantage de n'employer dans le cours du 
calcul qu'une même formule pour Fangle aigu ei 

pour l'angle obtus^ . * 

. ^ . . . î 

i3/ De même pour les courbes, en regardant 
comme immédiatement applicable aux quatre ré^ 
gions, l'équation qui n'est immédiatement ^ppli? 
, cable qu'a une seule , on Eût dans le cours du 
calcul une fausse supposition, mais on corrige 
cette faussq supposition dans le. résultat de ce 
calcul, eii y regardant comme négatives, c'est-^ 
à-dire« comme portant le signe contraire à celui 
^'elles devraient avoir, les coordonnées qui se 
trouvent par rapport k leur axe , du coté exposé 
k celui pour lequel l'équation se trouvait eu eflfet 
inïmédktemeiU; appUeable. ' 

Tout cela se prouve &cilement par la tr^is-* 
formation des coordonnées , mais il est inutile de 
rQcotomencer k chaque fois les raîsonnemen& qui 



établissent cette espèce de compensatîcfti prodiate 
par des hypothèses qui se corrigent Fune par 
Tautre. II faut considérer ces hypothèses comme 
des moyens ingénieux , de donner aux questions 
plus de généralité , en réunissant sous une même 
formule tous les problèmes du même genre, ou 
qui sans être absolument identiques , ont cepen- 
diant assez de connexion entre eux, pour qu'on 
puisse passer de l'une à l'autre^ par de simples 
modifications dans les signes. 

i4. On connaît, par exemple^ la formule 

cos ( a -f- 6 ) == cos a cos b — :^ sin a sîn B. . .(A) •: 

mais cette formule ne se rapporte inmtiédiatement 
qu'au cas où les trois arcs a, 6 , oH- ^j sont tous 
moindres que le quart de la circonférence ; car 
si. Vxm voulait l'appliquer, immédiatement et sans 
modification aux arcs plus grands, on se trom- 
perait, ainsi que l'on peut s'en convaincre faci- 
lement, en cherchant directement par là synthèse, 
les formules propres aux diflerens cas. Or voici 
ce que l'on fait pour étendre cette formule à tous 
Içs cas. On la considère comme générale en eflet, 
pendant tout le cours du calcul, ce qui est une 
fausse supposition; mais pour corriger dans le 
résultat, l'eflet de cette fausse supposition , on y 
regarde :Comme négatife les cosinus des arcs plus 
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grands que le quart de circonférence i et moins 
grands que les trois quarts, c'est-à-dire, comme 
devant changer de signe pour le second et le 
troisième quadrans , et quant aux sinus , on les 
regarde comme négatife, c'est-à-dire, comme 
devant changer de signe pour le troisième et le 
quatrième quadrans -, ce qui ramène dan$ chaque 
cas la forniule à ce qu'elle doit être, c'est-à- 
dire, à ce qu'elle serait réellement, si on l'avait 
cherchée directement par la synthèse. Ainsi , 
par exemple , si a et 6 restant chaeun moindre 
que le quart de circonférence , a -|- ^ est cepen- 
dant plus grand ; il faudra donner le signe né- 
gatif à 

cos ( a 4- ^ ) , 

et la formule deviendra 

— • cos ( a + è ) 3= cos a . cop b ^^sin « sin b y 
ou 
cos(a4-&) = sinasinô — cosacosi.. .(B) j 

formule qui est en effet celle que Pon trouve di- 
rectement dans ce cas par la synthèse. 

Représentons en général par siv et cov le si- 
nu3 verse et le cosinus verse d'un arc quelcon- 
que ; on aura pour l'équation du cerde 

( 1 — siv )* + ( 1 ~ cov )*= ij 



^ 



I 
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et cette équation s'applique immédiatement à tous 
les points de la circonférence : nous pouvons donc 
nous en servir pour donner à la formule (A) 
trouvée ci-dessus , toute la généralité dont elle est 
susceptible. Car si on en élimine les sinus et cosi- 
nus pout y faire entrer les sinus verse et connus 
verse , on aura 

1 — siv (a+ h) = (i — siva) (i — siv h) 

— (i — cova) (i — covi). . .(C); 

formule qui est immédiatement applicable aux 
quatre régions de la circonférence , sans aucune 
modification. 
Pour le premier quadrans, comme on a 

siv(a+&)<i,siva<i, sivi<i, cova<i,cov&<i^ 

la formule entre les sinus et cosinus redeviendra la 
fonfiule (A) elte-nfiême. Pour le second quadràns , 
en supposant {a^h) plus grand que le quart de 
circonférence , mais à et b chacun moindre , on 
aura : 

siv(a + ^ )> 1;, siv a < 1 , siv J < 1 , etc. j 
donc la formule deviendra ; 

~(siv(a4-*)— i)=(i — sivâ)(i — sivi) 

— (i — cova)(i-— covè), 

ou en rétablissant les sinus et cosinus , et rédui- 
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sant; 

cps (a -f- ft ) = sîû ^ sîn & -^ cos a cos i ); 

équation conforme à la formule (B). 

On doit donc regarderies formules (A) et (B) 
comme relatives à des cas particuliers , et comme 
dérivées d'une même formule générale qui les com- 
prend toutes; c'est la formule (C), et lorsque dans 
l'usage habituel on emploie l'une de ces formules 
particulières, telles que (A) comme générale, on 
ne doit point» oublier, qu'elle ne fait réellement 
que représenter cette formule générale , jusqu'à 
ce que le moment soit venu d'y faire lek niodift- 
cations convenables : mais que ce n'est pas la for- 
mule générale elle-même , puisque si c'était elle y 
fl n'y aurait besoin d'aucune modification. 

i5. Pour juger facilement quelles doiveirt 
être les modifications qui doivent avoir lieu dans 
chaque cas particidiep, lorsqu'on n'eno^loie pas la 
formule générale, nous formerons le tableau sui- 
vaut , qui contient les valeurs absolues de toutes 
les quantités angulaires relatives aux quatre ré- 
gions du cercle, toutes exprimées eu valeurs deft 
sinus et cosinus verses- 
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i6. Ce tableau dont la formation est évidente , 
indique tout de suite la modification qui doit être 
faite à chacune des formules qui se trouvent im- 
médiatement applicables à un état quelconque 
du système pour les rendre immédiatement ap- 
plicables à un autre : par exemple , en prenant 
pour terme de comparaison les formules relati- 
ves au premier quadrans, comme on le fait or- 
dinairement. Nous y trouvons 

cos a = 1 — sîv a , 
et pour le second quadrans nous trouvons 

cos a = siv a — i , 

donc dans le second quadrans le cosinus est in- 
verse à l'égard de ce qu'il est dans le premier 
quadrans. Donc suivant le principe général, pour 
rendre immédiatement applicables au second qua- 
drans les formules qui se trouvent immédiatement 
applicables au premier , il faut y changer le signe 
du cosinus. 

Comme dans ce second quadrans on a 

cos a = siv a — i ou cos a= — ( i — sîv a)^ 
tandis que dans le premier on a au contraire 

cos tï = ( 1 — siv a ) j 

on est dans l'usage d'exprimer cette corrélation 
des deux cosinus, en disant que le cosinus devient 
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négatif dans le second quadrans; mais c'est une 
expression impropre, comme nous Fa vous déjà 
remarqué : le cosinus n'est négatif, ni dans le pre- 
mier, ni dans le second quadrans, ni dans au-^ 
cun autre ; pour qu'il fût négatif dans le second 
quadrans , par exemple , il faudrait que sa valeur 
qui est alors , comme on vient de le voir, 

~ ( 1 — slv a ) , 

^fut réellement négative comme elle en a l'appa- 
rence, mais comme dans ce second quadrans 

on a 

siv a > 1 , 
il suit que 

(i — siv a) 

est elle-même une quantité négative , et que par 

conséquent 

— ( I — siv a) y 

redevient une quantité positive. 

17. Pour donneriencore uii exeMplè de l'u- 
sage de ce tableau , je chercherai comment on 
doit modifier les formules du premier quadrans 
pour les rendre immédiatement atoliçables au 
troisième, en supposant que la sécante s'y trouve. 

Je vois que dans le premier quadrans on a 



.sec a 



■«ta 



l — «v ^^ 
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et dans le troisième , 



sec a 



ôiv a — i 



Or pour ramener cette dernière équation à la 
même forme que la première , il faudrait changer 
le signe ; j'en conclus que la sécante du troisième 
quadrans est inverse à Pégard de celle du pre- 
mier, et qu'il faut par conséquent changer en eflèt 
le signe dans les formules. Pour nous en cou* 
vaincre , multiplions dans l'équation 



séca 



1 — siv a' 



du premier quadrans , le numérateur et le dénor 
minateur de la fraction , par le dénominateur 

1 — siv a, 
et nous aurons , 

1 sWa 



sec a 



Faisons la même transformation sur la formule 



séca 



81V a — 1 

du troisième quadrans , et nous aurons 



r SIV a 

sec az 



*aaa«a 



(siva — ry (siv a— i)*^ 

mais (siv a — 1 )• est la même chose que 



(X 



( 1 ,,— * sîv a )*, donc les valeurs de séc a datis le 
premier et le troisième quadrans sont les diffé^ 
reaces . des mêmes variables - 

1 siva , 

( 1 — siv a)* ( 1 »— siY a y 

prises dans des sens inversés^ d'où il suit ({ue les 
sécantes du premier et du tiH^isième quadrans, 
quoiqu'elles se , confondent , tant pour leur gtan-^ 

r 

deur que pour leur direction, n'en sont pas moins 
des quantités opposées, dans le Sens que les ana-' 
Ijstes attachent à ce mot î ce qui prouve que 
ce mot ne présente pas toujours à l'esprit une 
idée bien claire , et que ces quantités opposées 
ne sont autre chose que les quantités respecti- 
vement inverses que nous avons définies d'utie 
manière . claire et précise (g)» 

— r ^ 

i8. Il faut pourtant contenir qtte sauf quel» 
ques exceptions assez rares, il est &cile de re-» 
connaître les quantités qui deviennent inverses , 
ou, comme on ditimproprement,n^^&Ve^,chdque 
fois qu'on passe d'un état à l'autre du système , 
et par conséquent celles qui doivent chabger de 
signe. Mais ordinairement on n'exécute point ces^ 
chaogemens de signe à chaque mutation de l'état 
du systf n>e ; on les laisse subsister pendant tout 
le cours du calcul, tels .qu'ils seraient si ÏQni 

a6 
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n'était pas sorti du eydtéme prite^tif, c^est - à« 
dire, de l'état sur lequel les raisounemens ont 
été établis pour la mise en équation^ et que Toa 
prend pour le terme de comparaison , auquel on 
rapporte tous les autres : on se réserve donc de 
faire dans le résultat même, les changemens qui 
«e trouvent nécessaires. €ette manière de procé^ 
der est ce qui distingue essentiellement ¥€û[Myse 
de la synthèse. Celle - ci n'admet jamais dans le 
calcul que des formes e3q>ticites , c'est-4*<lire , des 
quantités d>solues et des opérations immédiate* 
ment exécutables* D'où il suit qu'à mesure que l'état 
du système change, il &ut qu'elle modifie ses for* 
mules d'une manière analogue y afin qu'elles ne 
cessent jamais d'être le tableau fidèle de ce système 
^'eile suit dans toutes ses mutations* L'analyse 
au contraire part d'un état déterminé du système ; 
cet état déterminé est le système primitif qu'elle 
prend pour terme de comparaison ^ et sur lequel 
eUe étaUit son raisonnement dans l'expression des 
conditions du problème. Dans ce rsdsonnement ^ 
pour la mise en équation , elle procède absohjH 
ment comme la synthèse , c'est^-dire , en çonsi* 
dérant toutes les quantités comme absolues , et 
n'employant les signes plus et moins que pour 
indiquer des additions et des soustractions réelles» 
Mais ensuite y au lieu de modifier comme la syn** 
thèse ^ se», fonutules primitives à mesure «pi'elltt 



/ 



NOTE. «43 

passe d'un état à l'autre du système^ dDe regarde 
ces formules primitives comme appartenant sana 
distinction à tous les états successifs du système* 
Par ce moyen elle se dispense d'esiànsiner sepa-« 
rément chacun des cas particidiers , laissant ai} 
calcul lui-même le soin de redresser l'effet des 
fausses hypodxèses , et renvoyant à la fin du cal^ 
cul les modifications qui pourront se trouver en^ 
core nécefisaires alors. La synthèse ne s^occupe 
donc que des quantités absolues et des opérations 
immédiatement exécUtafotes qui peuvent satisfaire 
aux questions proposas; tandis que Vanalysd 
eon^dèi^ Routes les formes algébriques qui peu-^ 
vent satisfaire • aux équatiom trouvées. Mais elle 
fait di^»araître ensuite les formes négatives et 
imaginaires, ai les soimiettant aux bransforma-* 
tions ordinaires de Fa^l^re,^ comme si c'étaient 
de véritables quantités, et ramàie ainsi $es;éqttô<^ 
tions aux formes explicites désirées , et sans les-^ 
quelles le catcid ne hera& poiirt achevé , puisipi'il 
serait susceptible dé nouvelles simplifications, 

Aucunid <]ùantité ne peut devenir^ soit néga^ 
tive , soit imiaginaire ^ sans ces^r d'être une vé* 
ritablè quantité , paroe qu'il n'y a évidemment de 
véritables quantités, que les quantités absblties^ 
Mais on dit improprement qve telle quantité de^ 
vient négative ou imaginake , pôuî* dire qu'il &ut 
en efiet dans le cours du calcail ou dans son t^ 
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aùltat , st&ftitaer à cette véritable cfaantité, une 
fonction négative ou imaginaire , afin de corriger 
par là les formulesi qu'on avait &u8sèment siip^ 
posées étf e immédiatement applicables au nouvel 
état du sjat^me. Ce n'est point cette quantité elle-t 
mémie qui çst négative ou imaginaire , c'est la forme 
purement algébrique qu'on est obligé dç lui substi-« 
tuer , pour maintenir l'exactitude des formulés. 

Ain&i en nommant a un angle aigu et <zr l'angle 
droit , ce n'est pas cos {i^ -r^ a qui est né^ 
gatif, il est tout aussi positif que cos a; Tûn et 
l'autre sont des quantités absolues parfisiitement 
égales entre elles; mais ce qui est négatif, c'est 
la fonctim algébrique m^ cos ( a<ar -r*- a ) qu'il feat 
i^ectivemept . substituer dans le calcul ou dans 
son résultat, pour corriger les formules qui n'ont 
été établies que pour les angles aigus y lorsqu^ôn 
veut p^r un^ fausse supposition, les étendre aux 
wgles obtus^ 

De même, ce n^est point séc (2^ -4* a) qui peut 
jamais être négative, puîsqu^eUe est par&itement 
identique avec séc a ; mais ce qui est négatif, 
c'est -rf-. aéo {^^ar -rfr a ) qu'il ^ut absolument subs- 
tituer a séc (aw-rff a), pour rectifier dans Ife /ré- 
sultat du calcul , ]a première &usse supposition 
que l'on avait laite, en regardant les foraïufes qui 
pe sont inunédiateipent applicables qu'au premier 
quadranS;^ comme indistinctement appUcables k 
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tous les points de la circonféraaceV Et Pon ne 
peut pas dire que la quantité substituée à l'autre 
lui soit égale, car cesewôldireque — séc, (a^-+-a) 
est égale à séc (^^1^+^) ou que— i est égal à 
1 ,^ ce qui serait par/ trop absurde. 

De même encore , en nommant y Fbrdonnée 
d'une courbe, ce n'est point cette quantité j^ qui 
devient négative, lorsqu'on passe d'un des côtés, 
de l'axe des^ abscisses à l'autre, jy reste toujours 
une quantité absolue; osais ce qui est négatif^ 
c'est l'eaqpreçsion aigébrlque — /quidoiteniefFet 
^tre substituée à cette quantité absolue JK lorsqu'on 
passe d'un côté à l'autre de l'axe des abscisses ^ 
pour corriger la ikusse ; supposition que l'on avait 
Ëute en regardant mal à« propos l'équation de la 
courbe comme immédktement ap^^ticable aux 
quatre régions indisti]:ictem6Qt y tandis qu'elle na 
Test réellement qu'à te première^ 

Il &Ht donc , lorsqiîL^o]:^ dit que telles ou telles^ 
quantités deviennent négatifs ou imaginaires^ 
considérer cette locution ccwme une maniera 
abrégée de dire, que cçs quantités devront être 
remplacées dans le résultat du calcul^ par des 
€\xpressions, algébriques ea effet aégatives ou 
ipiaginaires , a&n de corriger la &ussa supposition 
que l'oa a faite dans la mise en équation , en re-* 
gardant ces équations comme immédiatement 
applicables à tous tes cas. Ce u'est donc là qu'ua 
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langage fictif , mais d'ailleurs très-*utUe , pofsqa'il 
donne le moyen d'embrasser par une même 
formule^ tous les cas particuliers d'un problème ^ 
en se réservant d'y faite ^ k fin , les modifica-* 
lions qui pourront se trouver encore nécessaires ^ 
à TefTet d'ëliminer les contradictions que n'au- 
raient pas entièrement &it disparaître les traos- 
$>nnations opérées dans le coûts du cakuL 

Il semble qu'on pourrait éviter tout à la fois 
cette expression impropre, imaginée probable- 
ment pour abréger, et les circonlocutions quln^ 
dique le développement d'une théorie exacte , 
en appelant valeur de corrélation ^ l'expression 
quelconque qui doit reinplacer la valeur absolue 
d'une quantité , afin de corriger les formules où 
elle entre , lorsqu'on veut les rendhre immédiate- 
ment applicables à un nouveau cas non compris 
dans ces formules primitives : ainsi en nommant. 
m l'angle droit ^ Texpres^on — ces (si-zr — a) se- 
rait simplement, non comme il est absurde de 
le dire, la valeur de ce cosinus du supplément de 
a, ou la valeur de ces a^ lorsque a est un angle 
obtus , mais sa valeur d^ corrélation j c'est-à-- 
dire, celle qu'il faut mettre en effet pour oos a, 
dans les formules relatives au premier qnadrans, . 
lorsqu'on veut les rendre immédiatement appli^ 
cables au second , et de même -*^jy ne serait pas 
la vraie valeur de ^ correspondante à la par^Çi 
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gaacfae de Paxe des absdsdes , mais seoleiriem sa 
pâleur de corrélation^ c'est-à-dire , celle qu'il 
fyiVA en efiet lui substituer, paur queTëquation 
qui n'est immédiateiiiènt applicable qu'à la pre^ 
miêre région de da courbe, le devienne à la se-» 
conde et à la troisième. Alors on pourrait dire 
sans crainte d'induire en erreur ,< /a valeur de 
corrélation dé telle ou telle quantité devient 
négaUve^ devient imaginaire. 

Les valeurs de corrélation des quantités cpii 
appartiennent à xtn état qfuelconque du système ^ 
ne sont donc autre chose que ^les fonctions algé*^ 
briques qui doivent être substituées aux quantités 
absolues correspondantes du système primitif ^ 
dans les fonnules qui é^ rapportent , pour que 
ces formules deviennent immédiatement appliça-^ 
Mes à ce nouvel état du même système. 

Ces fonctions adgébriques peuvent être des ex^ 
pressions positives, pégatives cm imaginaires, sui-; 
vaut la manière d'être du nouvel état du système à> 
Wgard du premier ou système primitif, o'estâ4ire,? 
de celui sur lequel les naisonnemens ont été éta^: 
bljs : Ce senties valeurs qui satisfentautis; équations . 
primitives , lorsqu'on Veut les appliquer immédiate- 
ment au nouvel état du système , ou, ce qiii revient 
au même j ce senties valeurs que Ton tire de ces^ 
équations primitives lorsqu'on les applique immé-r; 
dîntement à ce nouvel état, Comme ces deux étatg 
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mrit diflerens , il peut arriver qne ces raletirs 
soient négatives, ou même imaginaires, muais* ce 
De sont point là les vraies valeurs , ce ne sont que 
les valeuris^ de corrélation ; les vraies valeurs sont 
les quantités absolues qu'elles représentent; et 
d'après la théorie que nous avons développée , 
ces véritables valeurs sont inverses à l'égard de 
celles qui leur correspondent dans le système pri- 
mitif, lorsque leurs valeurs de corrélation sont 
des expressions négatives; c^est ce que nous pou- 
vons exprimer en disant que quand la valeur d& 
eorrélatien d'aune quantité devient négative ^ sa^ 
valeur absolue devient inverse , et c'est aussi ce 
qu'il faut entendre par le principe ordinaire que /6^ 
valeurs négatives doivent être prises en sens, 
contraire des valeurs positives. Ces valeurs^ né- 
gatives ne. sont autre chose que des valeurs de 
ecHrrélation, et les valeurs qu'on doit prendre en 
&m8 contraire des valeurs positives ,. sont les^ 
quantités absolues qui répondent à ces valeurs de 
corrélation, et qui en efièt sont alors inverses à 
l'-égard de ce qu'elles étalent ds^s le système pri- 
mitif. On peut donc ne rien changer, même à 
l'énoncé de la proposition reçue, et nous n'avons 
prétendu ici que lui assignerle sens précis qu'elle 
doit avoir , et en donner la démonstration par les 
seuls principes mathématiques. 
Lors donc qu'on dit, suivant l'usage, que ^eU^ 
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ou telle quantité dévient négatire , cela doit s'en- 
tendre de sa valeur de corrélation relativement 
à tel ou tel autre état du système, et lorsqu'on 
(Mt qu'alors il faut prendre cette quantité dans le 
sens opposé à . celui qu'on lui avait attribué dans 
l'expression des conditions du problème, cela ne 
^oit au contraire , s'entendre q»e de la valeur 
absolue ; qui en efiet doit être prisé sous une autre 
acception que celle qu'on lui avait donnée, telle- 
ment que si dans la mise' ep équation on lui 
avait donné Faceeption d'une .quantité (m^^n)^ 
dans laquelle oii auriût supposé m>/z, il fendra 
au résultat du calcul ,! la prendre dans l'acception 
de la quantité inverse ( n «^ m), dans laquelle on 
supposera (n> to). 

Une valeur de corrélation négative n'est, comtoo 
l'on voit, autre chose que la valeur absolue prise 
collectivement avec le signe mains y et par con- 
séquent une forme algébrique complexe, indiquant 
tout à la* fois une quantité et une opération à 
faire sur cétfe quantité^ opéraft^ même qui serait 
inexécuta[blesi oetteecipressiondévaitresterisolée. 
Mai^ toutes oesformespciremrât hiéroglyphique» 
^paraissent par les traiteformatiotis; et lés for* 
tnules prinoyitives qui n'étaient d'abord immédiate- 
ment app)i<»ableâ qu'à l'état du système sur lequel 
les raisonnèmens avaient été établis, deviennent 
par ces mêtutô transformatiQUS immédiatentent 
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Applicables à tous les autres états du même sys* 
tèoie succéssiremeot 

19. Il me semble qu'après ces développemens , 
toutes les difficultés doivent être levées. Rien 
absolum^Dtt B'ëst changé dans la marche usitée 
jusqu'à ce jour; on prouve seulement qu^on a droit 
de la suivre, et qu'elle est entièrement fondée 
sur des notions purement mathéinatiques. On met 
à l'ordinaire, dkaque problème en équation, en 
regardant toutes les quantités sur lèsqudies on 
établit le raisoniiemeot, cottune des quantités ab^ 
«dues. Ces équations primitives formées, on les 
regarde comme immédiatement iç{^cables à tous 
les états dans lesquels le système peut se trouver 
successiveiDent, en se réservant de foire dans le 
résultat même du calcul, les médificbtions néces- 
saires pour chaque cas particulier. Lorsqu'on est 
enfin parvenu à ce résultat, et iqu'il indique des 
«^rations inexécutal^S, on en conclut que Toil 
tst sorti de l'état piûmitif sur lequel les raison-^ 
nemens ont dû étte ûàto : on s'bocupe donc alors 
de reçhei'cher cjjudi est te ramvei état du s^ostème 
auquel doiventse rapporter les éqfua^iôns trouvées, 
en disant aux hjrpofhèses sur lesquelles le calcul 
a été étaidi i les modifications jqu'exige le passage 
du premier état dû système au second; opération 
pour laquelle il n'y a que l'hàbitudè du calcul 
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qui puisse servir de guide y «t que l'on in<1ique 
vaguement , en disant que les valeurs négatives 
doivent être, prises en sens contraire des valeurs 
positires. Telle est la marche qu'on a toujours 
suivie depuis Descartes ; et telle est aussi la con^ 
séquence d^s principes que nous nous sommes 
eflTorbes d'établir , en écartant ou rectifiant Içs 
Élusses notions que semblent indiquer les tom:«-> 
nures de phrases employées dans l'usage ordinaire 
de l'analyse* 

ao. On peut voir par tout ce qui précède que 
l'analyse ne diffère point de la synthèse , comme 
on le suppose ordinairement, en ce que ceile-d 
n'opère que sur des quantités connues, tandis que 
l'analyse opérerait sur les quantités inconnues , 
comme si elles étaient connues ; mais Inen en ce 
que cette dernière opère réellement sur les quan« 
tités négatives comme si elles étaient positives , ce 
quenefait jamais lasynthèse, quoiqu'elle opèreaussi 
|>ien que l'autre sur les quantités inconnues. C'est 
précisément cette difiëreniie qui donne à l'analyse 
un si %rmà avantage sur la synthèse , parce qu'elle 
englobe sous une même formule générale, tous 
les cas pour lesquels il &ut à l'autre autant d'exa* 
mens et de formules particulières ; celle-ci n'em- 
ployant jamais que les véritables quantités qu'elle 
veut comparer, et ne les comparant jamais que 



a5a NOTE. 

directement ou par Tintertnédiaire d'autres quan^ 
titçs effectives comme elles. L'analyse , au con- 
traire , prend souvent pour termes de Comparaison 
entre les véritables quantités, des êtres imaginaires, 
de pures formée algébriques; mais ces formes al-^ 
gébriques portent toujours avec elles l'indice qui 
;sert à les éliminer, au moyen de diverses trans- 
ibrmations qui tendent sans cesse à apurer le 
calcul, en le ramenant aux formes explicites , sans 
lesquelles il resterait inutile comme un calcul 
non-achevé. 

On ne peut s'empêcher de reconnaître , comme 
nous l'avons dit au commencement de cette note ^ 
une grande analogie entre ces procédés et ceux de 
l'apalyse infinitésimale. Celle-ci parvient à son but 
par des erreurs qui se compensent, l'autre par des 
hypothèses contradictoires qui se corrigent l'une 
par l'autre. Dans la première, les quantités infinités 
aimales ne sont que des quantités auii^iliaires, cfu^il 
faut nécessairement éliminer pour obtenir les ré- 
sultats cherchés; dans la seconde^ les quantités 
négatives isolées et les imaginaires , ûe s'emploient 
de même qu'auxiliairement et bomme des instru* 
mens qui deviennent absolument étrangers à l'é- 
difice, une fois qu'il est construite 
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